
Zur Struktur dessen, was wirkli
h bere
henbar istH.-D. Ebbinghaus und M. Grohe�Ers
hienen in Philosophia Naturalis, 36:91{116, 1999.Der erste G�odels
he Unvollst�andigkeitssatz und eine Vielfalt von Unent-s
heidbarkeitsresultaten1 zeigen, da� es konkrete Fragestellungen gibt, diesi
h ni
ht algorithmis
h l�osen lassen. Ergebnisse der Komplexit�atstheorie2legen dar, da� es konkrete Fragestellungen gibt, die si
h zwar algorith-mis
h l�osen lassen, f�ur die jedo
h jede algorithmis
he L�osung so aufwen-dig ist, da� ihrer praktis
hen Ausf�uhrbarkeit enge Grenzen gesetzt sind.Beide Sa
hverhalte sind vielf�altig au
h in die erkenntnistheoretis
he Dis-kussion einge
ossen.3 Der Berei
h des praktis
h Bere
henbaren selbst stehtjedo
h no
h au�erhalb dieser Diskussion. Um die Struktur dieses Berei
hs |zun�a
hst auf mathematis
he Weise | aufzuhellen, bedarf es eines mathema-tis
hen Modells praktis
her Bere
henbarkeit, das der intuitiven Vorstellungm�ogli
hst nahe kommt. Wir w�ahlen dazu, wie es heute �ubli
h ist, das Modellder polynomialen (S
hrittzahl-)Komplexit�at, identi�zieren also die praktis
hl�osbaren Probleme mit den Problemen der Komplexit�atsklasse P. Der Aus-leu
htung dessen, was praktis
h bere
henbar ist, entspri
ht damit die Fragena
h der Struktur der Klasse P. Die sog. Endli
he Modelltheorie4, ein Gebietim Grenzberei
h von mathematis
her Logik, Informatik und Kombinatorik,hat in den letzten Jahren eine Reihe von Resultaten erzielt, die zu einer Er-hellung dieser Frage beitragen k�onnen. Die Rei
hhaltigkeit von P wird dabeigemessen dur
h die \spra
hli
h-inhaltli
he" Komplexit�at logis
her Systeme,wel
he die Probleme in P bes
hreiben. Zwar sind zentrale Fragen no
h o�en;do
h die vorliegenden Ergebnisse lassen die folgende Aussage zu:F�ur die Klasse der praktis
h l�osbaren Probleme gibt es nur die zweieinander entgegengesetzten M�ogli
hkeiten:�Institut f�ur mathematis
he Logik der Universit�at Freiburg, E
kerstra�e 1, 79104 Frei-burg1Vgl. [11, 17℄.2Vgl. [18℄.3Literaturhinweise �ndet man in [9℄.4Vgl. [10℄. 1



(a) Die praktis
h bere
henbaren Probleme sind im Kern Varianten ei-nes einzigen Problems; die Klasse P hat daher eine sehr einfa
he und�ubersi
htli
he Struktur.(b) Die praktis
h bere
henbaren Probleme sind von einer Vielgestaltigkeit,die si
h jedem systematis
hen Zugri� entzieht.Alle M�ogli
hkeiten, die zwis
hen diesen beiden Extremen liegen, lassen si
hbereits jetzt auss
hlie�en.Ziel unserer Ausf�uhrungen ist es, diese f�ur die Struktur des uns re
h-neris
h Zug�angli
hen sowohl mathematis
h als au
h erkenntnistheoretis
hbedeutsame Di
hotomie vorzustellen. Es wird si
h zeigen, da� eine Ent-s
heidung dar�uber, wel
he der beiden M�ogli
hkeiten (a), (b) wirkli
h vor-liegt, �au�erst s
hwierig sein d�urfte.Neben P sind au
h viele andere Komplexit�atsklassen untersu
ht worden.5Dabei handelt es si
h sowohl um Klassen, die in P enthalten sind, alsoaus praktis
h ents
heidbaren Problemen bestehen, als au
h um Klassen, dieoberhalb von P liegen, bei denen also der erlaubte Aufwand den praktis
hm�ogli
hen �ubertre�en kann. Es hat si
h herausgestellt, da� f�ur die Klassenoberhalb von P das Analogon von (a) gilt, w�ahrend f�ur die Teilklassen vonP, �ahnli
h wie f�ur P selbst, die Frage na
h der G�ultigkeit von (a) oder(b) o�en ist. P nimmt daher im Hinbli
k auf die Frage na
h der innerenStruktur, der ja unsere Aufmerksamkeit gilt, eine Sonderstellung ein: DieKlasse des praktis
hen Bere
henbaren k�onnte na
h heutigem Kenntnisstandeine Grenze bilden, an der die innere Struktur von gro�er Einfa
hheit zugro�er Kompliziertheit ums
hl�agt.Wir werden versu
hen, die Darstellung m�ogli
hst wenig mit mathemati-s
hen Einzelheiten zu belasten; weitergehende te
hnis
he Informationen undLiteraturhinweise �nden si
h in den Fu�noten.F�ur wertvolle Rats
hl�age m�o
hten wir Gerhard Vollmer herzli
h danken.1 Bere
henbarkeitZu Beginn der drei�iger Jahre gelang es, den Begri� des Algorithmus auf�uberzeugende Weise zu pr�azisieren. Die Pr�azisierung f�allt na
h heutiger Auf-fassung mit dem naiven Begri� des Algorithmus in der Weise zusammen, da�jeder Algorithmus im pr�azisen Sinn ein Algorithmus im naiven Sinn ist und5Beispiele folgen im Text. 2



da� umgekehrt au
h zu jedem Algorithmus im naiven Sinn ein Algorithmusim pr�azisen Sinn existiert, der dasselbe leistet6 (sog. Chur
h-Turing-These).Algorithmen arbeiten mit \handhabbaren" Objekten, die man in allerRegel auf nat�urli
he Weise dur
h 0-1-W�orter kodieren kann. Sie dienen ver-s
hiedenen Zwe
ken: Es gibt Algorithmen zur Bere
hnung von Funktionen(etwa Algorithmen zur s
hriftli
hen Multiplikation zweier in Dualdarstellunggegebener nat�urli
her Zahlen), Algorithmen zur Ents
heidung von Fragestel-lungen (sog. Ents
heidungsalgorithmen, etwa Algorithmen, die ents
heiden,ob eine vorgegebene Zahl eine Primzahl ist) oder Algorithmen zur Erstellungvon Listen (etwa Algorithmen, die alle l�osbaren diophantis
hen Glei
hungenin zwei Unbekannten au
isten). Man kann si
h lei
ht klarma
hen, da� diePr�azisierung des Algorithmenbegri�s geleistet ist, wenn es gelungen ist, denBegri� des Ents
heidungsalgorithmus zu pr�azisieren. Dabei kann man, wiebereits angedeutet, voraussetzen, da� Ents
heidungsalgorithmen 0-1-W�orterverarbeiten. Oft identi�ziert man die Fragestellung, die ein Ents
heidungs-algorithmus ents
heidet, mit der Menge L aller Eingabew�orter, die zur Ant-wort \Ja" f�uhren. Eine Menge von W�ortern wie L nennt man eine formaleSpra
he. Ents
heidungsalgorithmen ents
heiden also formale Spra
hen. DieChur
h-Turing-These ist demna
h glei
hwertig zu der Aussage, da� die imintuitiven Sinn ents
heidbaren formalen Spra
hen mit den im pr�azisen Sinnents
heidbaren formalen Spra
hen zusammenfallen.F�ur die These spre
hen eine �uber Jahrzehnte gewa
hsene Erfahrung, aberau
h erfolgrei
he Versu
he einer inhaltli
hen Re
htfertigung, die von intui-tiven Analysen des Algorithmenbegri�s ausgehen.7 Ein weiteres Argumentberuht darauf, da� die vers
hiedenen Pr�azisierungen des Algorithmenbegri�s�aquivalent sind, also zur glei
hen Klasse ents
heidbarer formaler Spra
henf�uhren.In den se
hziger Jahren begannen Bem�uhungen, au
h den Begri� derpraktis
hen Bere
henbarkeit zu pr�azisieren. Auf �Uberlegungen von Cobham[4℄ und Edmonds [12℄ geht der Vors
hlag zur�u
k, praktis
he Bere
henbarkeitmit polynomialer Bere
henbarkeit glei
hzusetzen (sog. Cobham-Edmonds-These). Dabei hei�t eine formale Spra
he L polynomial ents
heidbar, wennes f�ur sie einen Ents
heidungsalgorithmus gibt, bei dem die Zahl der S
hrit-te (die \Zeit"), die bei vorgegebener Eingabe w erforderli
h ist, um eineAntwort auf die Frage \Geh�ort w zu L?" zu erhalten, polynomial von der6Beispiele vereinzelter Kritik �ndet man in [19℄ und [22℄. Zur Ges
hi
hte der Pr�azisie-rungsbem�uhungen vgl. man [5℄.7Vgl. etwa [23℄. 3



L�ange von w abh�angt.8Die Klasse aller formalen Spra
hen, die polynomial ents
heidbar sind,wollen wir P (\polynomiale Zeit") nennen. P ist also in mathematis
h aus-rei
hender Genauigkeit de�niert, sobald wir eine Pr�azisierung des Algorith-menbegri�s fest vorgeben. Es stellt si
h heraus, da� die heute �ubli
henPr�azisierungen des Algorithmenbegri�s ni
ht nur in bezug auf die prinzipielleBere
henbarkeit glei
hwertig sind, sondern alle zur glei
hen Klasse P f�uhrenund daher au
h in bezug auf die praktis
he Bere
henbarkeit �aquivalent sind.Anders als die Chur
h-Turing-These bringt die Cobham-Edmonds-Theseeine Reihe von S
hwierigkeiten mit si
h.W�ahrend der Begri� der prinzipiellen Bere
henbarkeit | vom Stand-punkt der klassis
hen Mathematik aus | unver�anderli
h vorgegeben ist,unterliegt die Vorstellung dar�uber, was praktis
h bere
henbar ist, der jewei-ligen Situation: Praktis
he Bere
henbarkeit beim Landean
ug eines Flug-zeugs meint etwas anderes als praktis
he Bere
henbarkeit einer theoretis
henmathematis
hen Konstruktion! Insbesondere l�a�t si
h ni
ht auss
hlie�en,da� der Begri� der praktis
hen Bere
henbarkeit einem Wandel unterworfenist, der seine Ursa
he in te
hnis
hen Weiterentwi
klungen hat. Sollte diesin weitem Ma� zutre�en, m�u�te eine \dauerhafte" Fixierung von vornhereininad�aquat sein.Ein weiterer Einwand bezieht si
h darauf, da� die Komplexit�at einesAlgorithmus an seiner ung�unstigsten Laufzeit gemessen wird. Bei einigenAlgorithmen tritt aber der ung�unstige Fall nur selten ein und ist damit f�urdie Praxis ni
ht unbedingt bedeutsam. In der Tat gibt es f�ur die Praxiswi
htige Verfahren (z.B. das Simplexverfahren der linearen Optimierung),die eine exponentielle Zeitkomplexit�at haben.S
hlie�li
h enth�alt die Klasse P Probleme, die man gemeinhin wohl ni
htmehr als praktis
h bere
henbar ansehen m�o
hte. Bei der De�nition von Punterliegen n�amli
h die Polynome, die zur Abs
h�atzung der S
hrittzahl die-nen, keiner Bes
hr�ankung hinsi
htli
h Grad und Gr�o�e der KoeÆzienten. Penth�alt damit na
hweisbar9 f�ur beliebig vorgegebene nat�urli
he Zahlen k for-male Spra
hen, bei denen (f�ur unendli
h viele Argumente) die erforderli
henS
hrittzahlen in der k-ten Potenz der Inputl�ange wa
hsen.Trotz dieser Einw�ande gilt zur Zeit die Komplexit�atsklasse P als dasbeste Modell f�ur die praktis
he Bere
henbarkeit. Vermutli
h w�urde jeder8D.h. � p(L�ange von w) f�ur ein von der Eingabe w unabh�angiges Polynom pmit reellenKoeÆzienten.9Man verglei
he die Zeithierar
hietheoreme in [18℄.4



andere Versu
h, die Klasse der praktis
h bere
henbaren Probleme zu be-s
hreiben,10 auf �ahnli
he oder sogar no
h s
hwerer wiegende Einw�ande sto-�en. Zum Beispiel w�urde eine | letztli
h willk�urli
he | Bes
hr�ankung derPolynome na
h Grad oder KoeÆzientengr�o�e die Unabh�angigkeit von derWahl der Pr�azisierung des Algorithmenbegri�s zerst�oren und somit unterUmst�anden bereits dur
h lei
hte te
hnis
he Forts
hritte in Frage gestellt.Damit haben wir die Ausgangsbasis f�ur unsere Fragestellung errei
ht:Wir haben den Berei
h des praktis
h Bere
henbaren, den wir erhellen wol-len, mit einer gewissen intuitiven Bere
htigung als die Komplexit�atsklasseP pr�azisiert.2 StrukturenBislang haben wir Ents
heidungsprobleme mit formalen Spra
hen aus 0-1-W�ortern identi�ziert. Diese Glei
hsetzung haben wir damit gere
htfertigt,da� die Einzelf�alle eines Ents
heidungsproblems \handhabbar" sein m�ussen,damit man sie algorithmis
h verarbeiten kann, und da� aller Erfahrung na
hhandhabbare Objekte dur
h 0-1-W�orter kodiert werden k�onnen. Do
h dieseArgumentation, so �uberzeugend sie au
h ers
heinen mag, verde
kt einen we-sentli
hen Punkt: Die Kodierung eines Ents
heidungsproblems dur
h eineformale Spra
he erfordert selbst s
hon einen gewissen Aufwand. Die Kom-plexit�at von Problemen, wie wir sie im letzten Abs
hnitt de�niert haben,ber�u
ksi
htigt hingegen nur den Aufwand, der zur L�osung der bereits ko-dierten Version erforderli
h ist. Nun ist es unter Umst�anden m�ogli
h, dur
heine ges
hi
kte, aber aufwendige Kodierung die L�osung eines Problems er-hebli
h zu vereinfa
hen, also einen erhebli
hen Teil des L�osungsaufwandesdur
h einen h�oheren Kodierungsaufwand wettzuma
hen. Intuitiv steht beiFragen der praktis
hen Bere
henbarkeit nat�urli
h der Gesamtaufwand zurDiskussion. Wir k�onnen deshalb den Kodierungsaufwand ni
ht unber�u
k-si
htigt lassen. Aus diesem Grund werden wir Ents
heidungsprobleme ni
htmehr dur
h formale Spra
hen, sondern weit unmittelbarer dur
h Klassenendli
her Strukturen modellieren. Wir werden dann sehen, da� man Klas-sen von Strukturen 
omputergere
ht kodieren kann, ohne ihre Komplexit�atzu verf�als
hen. Zuglei
h gewinnen wir einen methodis
hen Vorteil: Indemwir Ents
heidungsprobleme dur
h Strukturklassen modellieren, s
ha�en wir10Etwa die Pr�azisierung dur
h die Komplexit�atsklasse BPP (=bounded error probabi-listi
 polynomial time) (vgl. [2℄). 5



eine Br�u
ke zur Logik und damit zu semantis
hen Betra
htungsweisen, diedie weitere Diskussion ma�gebli
h voranbringen werden.Wir erl�autern unser Vorgehen an zwei Beispielen.Das Verbindungsproblem. Es fragt dana
h, ob die St�adte, die zu einemVerkehrsverbund geh�oren, in dem Sinn miteinander verbunden sind, da�si
h von jeder Stadt des Verbundes jede andere Stadt des Verbundes |n�otigenfalls mit Umsteigen | errei
hen l�a�t. Wir modellieren das Problemdadur
h, da� wir die St�adte des Verbundes zu einer Menge G zusammen-fassen, �uber der wir eine zweistellige Relation EG de�nieren, indem wirfestsetzen:EG tri�t auf a und b aus G (in dieser Reihenfolge) genau dannzu, wenn es eine direkte Verbindung von a na
h b gibt.Das Paar (G;EG) ist ein Graph11 ; er besteht aus einer Tr�agermenge Gund der Interpretation eines zweistelligen Relationssymbols E dur
h einezweistellige Relation EG, die Kantenrelation des Graphen.Wir s
hreiben fortan EGab, um anzudeuten, da� EG auf a und b zutri�t.Ein Graph G = (G;EG) hei�t zusammenh�angend, wenn je zwei vers
hie-dene Punkte a; b von G in der Relation E stehen oder �uber eine KantenfolgeEGaa1; EGa1a2; : : : ; EGan�1an; EGanbverbindbar sind. Der Verbundenheit der St�adte eines Verkehrsverbundesentspri
ht somit der Zusammenhang des zugeh�origen Graphen, und demVerbindungsproblem entspri
ht damit die Klasse G Z der zusammenh�angen-den Graphen.Das Turnierproblem. Es fragt dana
h, ob es bei einem Turnier, in demjeder Teilnehmer mit jedem anderen um Sieg oder Niederlage k�ampft, einenna
h der Zahl der gewonnenen K�ampfe eindeutigen Sieger gibt. Wir model-lieren dieses Problem dur
h besondere Graphen, sog. Turniergraphen. Beiihnen gilt f�ur je zwei vers
hiedene Punkte a und b der Tr�agermenge G ent-weder EGab (\a s
hl�agt b") oder EGba (\b s
hl�agt a"). Turniergraphenmit einem eindeutig bestimmten Sieger m�ogen Sieggraphen hei�en. DemTurnierproblem entspri
ht damit die Klasse G S der Sieggraphen.Ein Graph G = (G;EG) ist eine Struktur. Zu jeder Struktur geh�ort eineTr�agermenge | hierG| und eine Menge V von Relationssymbolen, ihrVo-kabular | hier fEg12; jedes Relationssymbol aus V besitzt eine Stellenzahl11Genauer: ein geri
hteter Graph.12fEg bezei
hnet die Menge, die genau aus dem Element E besteht.6



und wird dur
h eine entspre
hend stellige Relation �uber der Tr�agermengeinterpretiert | hier E dur
h EG.13 Geordnete Graphen haben die Gestalt(G;EG; <G). Dabei ist < ein zweistelliges Relationssymbol und <G eineOrdnungsrelation �uber G, d.h. eine zweistellige Relation, die die Elementevon G anordnet. Geordnete Graphen haben das Vokabular fE;<g. Sie sindBeispiele von Strukturen, die eine Ordnung tragen, von geordneten Struk-turen.Unter einer Strukturklasse verstehen wir im folgenden eine Klasse endli-
her Strukturen des glei
hen Vokabulars.14 Wir haben also das Verbindungs-problem und das Turnierproblem jeweils als eine Strukturklasse modelliert.Statt z.B. zu fragen, ob ein gewisses Turnier einen eindeutig bestimmtenSieger hat, fragen wir jetzt glei
hwertig, ob der zugeh�orige Turniergraph zurStrukturklasse G S der Sieggraphen geh�ort.Wenn wir Graphen G = (G;EG) mit Hilfe eines Algorithmus daraufhinpr�ufen m�o
hten, ob sie zur Klasse G S geh�oren, m�ussen wir sie \algorith-mengere
ht" eingeben. Auf naheliegende Weise kann dies in Form einerTabelle T ges
hehen. Dabei entspre
hen die Zeilen und Spalten von T denElementen des Graphen; das Feld, das zur Zeile des Elements a und zurSpalte des Elements b geh�ort, tr�agt eine Eins, wenn EGab gilt, und eineNull, wenn EGab ni
ht gilt. Ist z.B. G = f1; 2; 3g und gilt EGab genau f�ur(a; b) = (1; 2); (2; 1); (1; 3), so sieht T , falls wir die nat�urli
he Reihenfolgeder Elemente unterstellen, folgenderma�en aus:0 1 11 0 00 0 0T birgt alle strukturellen Eigens
haften von G 15 und ist in diesem Sinneeine ad�aquate Kodierung von G.1613Strukturen, wie wir sie gerade de�niert haben, hei�en genauer relationale Struktu-ren. Strukturen im �ubli
hen Sinn k�onnen au
h no
h Verkn�upfungen und ausgezei
hneteElemente enthalten.14Wir verlangen zus�atzli
h, da� eine Klasse mit einer Struktur au
h jede dazu isomorpheStruktur enth�alt.15Graphen mit glei
hen Tabellen sind isomorph.16Wenn man nun no
h die Zeilen von T nebeneinandersetzt, gewinnt man s
hlie�li
hein 0-1-Wort, das den Graphen G kodiert. Der Klasse G S der Sieggraphen entspri
htdann eine Menge von Kodierungen, also eine Menge von 0-1-W�ortern, d.h. eine formaleSpra
he. Die Betra
htungen, die wir hier f�ur Graphen, also f�ur Strukturen des VokabularsfEg, dur
hf�uhren, lassen si
h lei
ht auf Strukturen eines beliebigen endli
hen Vokabularsausdehnen. 7



Wir kommen nun zu der eingangs angedeuteten Kodierungsproblema-tik. Ein Graph G besitzt i.a. viele Tafeln T1; T2; : : : ; die von vers
hiedenenAnordnungen seiner Elemente herr�uhren. Solange wir nur an irgend ei-nem Ents
heidungsalgorithmus f�ur G S interessiert sind, spielt es keine Rol-le, mit wel
her der jeweils m�ogli
hen Tafeln dieser Algorithmus arbeitet.Wenn wir jedo
h an ein praktis
hes (also polynomial zeitbes
hr�anktes) Ent-s
heidungsverfahren denken, �andert si
h dies grundlegend. Der Zeitaufwandm�ogli
her Algorithmen kann n�amli
h stark von der jeweils gew�ahlten Tafel,d.h. von der jeweils gew�ahlten Anordnung der Elemente, abh�angen. W�ahlenwir z.B. die Anordnung so, da� (im Sinne der Turniergraphen) Spieler mitmehr Siegen vor Spielern mit weniger Siegen stehen, k�onnen wir ein s
hnel-les Ents
heidungsverfahren �nden, wir brau
hen ja nur anhand der erstenbeiden Zeilen der jeweiligen Tabelle festzustellen, ob der erste Teilnehmermehr Siege erfo
hten hat als der zweite. Legt man f�ur die Tabellen andereAnordnungen zugrunde, etwa die Startnummern der Spieler, ihr Lebensal-ter oder ihre K�orpergr�o�e, Anordnungen also, die mit dem Ausgang einesTurniers nur wenig zu tun haben m�ussen, kann der Ents
heidungsaufwandh�oher ausfallen. Viellei
ht k�onnte sogar | wenn wir die Anordnungen sehr\unges
hi
kt" w�ahlen | die Existenz eines polynomial zeitbes
hr�ankten Al-gorithmus ausges
hlossen sein.17Wir ber�uhren damit den ents
heidenden Punkt: Bei der Frage der prin-zipiellen Ents
heidbarkeit spielt es keine Rolle, wel
he Tafeln wir zugrundelegen; wir k�onnen ja einen hohen Aufwand f�ur die Herstellung geeigneterTafeln in das Verfahren integrieren. Wie man zeigen kann, gilt dies glei
her-ma�en f�ur alle hinrei
hend hohen Komplexit�atss
hranken und insbesonderef�ur alle in der Literatur behandelten wi
htigen Komplexit�atsklassen ober-halb von P.18 Polynomial ents
heidbare Problemklassen dagegen k�onntenihre polynomiale Ents
heidbarkeit dem Umstand verdanken, da� die Tafelnges
hi
kt gew�ahlt sind, da� also Ents
heidungsaufwand gespart wird aufKosten des Aufwandes f�ur die Herstellung geeigneter Tafeln. Diese Proble-matik und die daraus entspringenden S
hwierigkeiten, die den Inhalt unserer17Dieser Fall kann bei G S ni
ht eintreten und au
h ni
ht bei der Klasse GZ der zusam-menh�angenden Graphen. W�ahlt man statt G S oder GZ die Klasse GH der hamiltons
henGraphen (also der Graphen, deren Punkte man entlang geri
hteter Kanten so dur
hwan-dern kann, da� jeder Punkt genau einmal aufgesu
ht wird), so gibt es zwar Anordnungen,die polynomial zeitbes
hr�ankte Ents
heidungsalgorithmen zulassen; do
h ist es ein o�enesProblem, ob das f�ur alle Anordnungen gilt.18So f�ur die Klasse NP der ni
ht-deterministis
h polynomial zeitbes
hr�ankten Proble-me, f�ur die Klasse PSPACE der mit polynomial bes
hr�anktem Spei
herbedarf ents
heid-baren Probleme oder f�ur die Klasse E der mit exponentiellem Zeitaufwand (der Gestalt2p(L�ange der Eingabe)) ents
heidbaren Probleme.8



Ausf�uhrungen bilden, sind somit eine Besonderheit von P.19Die Bes
hr�ankung auf formale Spra
hen, so naheliegend sie bei unbefan-gener Betra
htung au
h ers
heinen mag, kann also im Berei
h des praktis
hBere
henbaren zu wesentli
hen Verzerrungen f�uhren. Zuglei
h zeigen unsereBeispiele, da� si
h viele Ents
heidungsprobleme unmittelbarer und ad�aqua-ter dur
h Strukturklassen modellieren lassen. Beides ist f�ur uns Grundgenug, Ents
heidungsprobleme fortan ni
ht mehr dur
h formale Spra
hen,sondern dur
h Strukturklassen wiederzugeben.Die neue Au�assung s
hlie�t formale Spra
hen ni
ht aus; denn sie lassensi
h auf re
ht nat�urli
he Weise als Strukturklassen modellieren. Au
h hierzuein Beispiel.Wir legen das Alphabet A = f0; 1g zugrunde. Die formale Spra
he Lbestehe aus den Palindromen �uber A, also den symmetris
hen 0-1-W�orternwie 0; 0110; 010010. Jedem 0-1-Wort w weisen wir nun eine Struktur Aweines festen Vokabulars zu, wobei si
h W�orter und zugeordnete Struktureneindeutig entspre
hen. Dann k�onnen wir L dur
h die Strukturklasse K (L) 20modellieren, die aus den Strukturen Aw mit w 2 L besteht. Als Vokabularw�ahlen wir f<;P0; P1g mit einstelligen Relationssymbolen P0 und P1: Istz.B. w das Wort 0110, so bestehe die Tr�agermenge Aw von Aw aus denZahlen 1,2,3,4 (entspre
hend der Zahl der Bu
hstaben von w), <w sei dienat�urli
he Kleiner-Relation auf Aw; Pw0 tre�e dann auf die Zahlen aus Awzu, die sol
hen Stellen entspre
hen, an denen im Wort w der Bu
hstabe 0steht, also auf die Zahlen 1 und 4, und Pw1 tre�e in �ahnli
her Weise auf dieZahlen 2 und 3 zu.21Dur
h den �Ubergang von formalen Spra
hen zu Strukturklassen gewin-nen wir in vielen F�allen ni
ht nur eine gr�o�ere Nat�urli
hkeit bei der Modellie-rung, es ers
hlie�t si
h, wie wir bereits eingangs angedeutet haben, eine neueDimension: F�ur die Bes
hreibung von Strukturen stehen uns in den Spra-
hen der mathematis
hen Logik weittragende Instrumente zur Verf�ugung.Wir werden damit in den Stand versetzt, semantis
he Gesi
htspunkte in un-sere komplexit�atstheoretis
h orientierte Fragestellung einzubringen. Unter-19Und von Teilklassen wie der Komplexit�atsklasse L der mit logarithmis
h bes
hr�anktemSpei
herbedarf ents
heidbaren Probleme.20Genauer: dur
h ihren isomorphen Abs
hlu�.21Kodiert man jetzt die StrukturAw wieder dur
h Tafeln, so bietet si
h dazu auf nat�urli-
he Weise eine Ordnung an, n�amli
h die Ordnung <w, die ja bereits zur Struktur geh�ort.Die Kodierungsproblematik stellt si
h hier also gar ni
ht | si
her in �Ubereinstimmungmit dem, was wir erwarten sollten. 9



su
hungen dieser Art fallen in das no
h re
ht junge Gebiet der deskriptivenKomplexit�atstheorie22 .Zun�a
hst jedo
h bleibt das Problem, wie si
h Strukturen, letztli
h al-so abstrakte Gebilde, re
hneris
h handhaben lassen, und damit die Frage,wie si
h Strukturen als Eingaben von Re
hnern kodieren lassen, ohne denBere
hnungsaufwand zu verf�als
hen.23 Wir behalten dazu die bisherige Ko-dierung dur
h Tafeln (bzw. dur
h W�orter, die die Tafeln wiedergeben) bei.Die Abh�angigkeit von den jeweils verwendeten Ordnungen beseitigen wirdadur
h, da� wir alle Ordnungen ber�u
ksi
htigen.Genauer sieht unser Vorgehen folgenderma�en aus: Gegeben sei eineStrukturklasse K , z.B. die Klasse G S der Sieggraphen. Intuitiv bestimmt Kein Ents
heidungsproblem, das dana
h fragt, ob eine Struktur des Vokabu-lars von K zu K geh�ort oder ni
ht. Es sei L(K ) die formale Spra
he, die ausallen (linear notierten) Tafeln der Strukturen aus K besteht, d.h. aus denTafeln f�ur alle m�ogli
hen Anordnungen. Im Falle K = G S geh�ort z.B. derGraph G = (f1; 2; 3g; f(1; 2); (1; 3); (3; 2)g) 24 zu G S . L(G S ) enth�alt also f�urG (in linearer Notation) die folgenden Tafeln:0 1 10 0 0 f�ur die Anordnung 1,2,3;0 1 00 1 10 0 1 f�ur die Anordnung 1,3,2;0 0 00 0 01 0 1 f�ur die Anordnung 2,1,3;1 0 00 0 01 0 0 f�ur die Anordnung 2,3,1;1 1 022Vgl. [10℄.23Denkbar ist nat�urli
h au
h die Konzeption von Algorithmen und Re
hnern, die direktmit Strukturen arbeiten, ohne auf eine Anordnung ihrer Elemente zur�u
kzugreifen; vgl.etwa [1℄.24Es gelte also EG12; EG13 und EG32:
10



0 0 11 0 1 f�ur die Anordnung 3,1,2;0 0 00 1 00 0 0 f�ur die Anordnung 3,2,1.1 1 0Dann besage die praktis
he Ents
heidbarkeit von K , da� L(K ) zu P geh�ort.Intuitiv gesehen pr�azisieren wir dadur
h gerade, da� die praktis
he Ent-s
heidbarkeit ni
ht von einer mehr oder minder ges
hi
kt gew�ahlten Anor-dung der Elemente abh�angen sollte. Wir k�onnen zus�atzli
h ins Feld f�uhren,da� diese De�nition der praktis
hen Ents
heidbarkeit die De�nition f�ur for-male Spra
hen umfa�t. Ist n�amli
h L eine formale Spra
he und K die ihrentspre
hende Strukturklasse, so stellt man lei
ht fest, da� L genau dannzu P geh�ort (also im alten Sinn praktis
h ents
heidbar ist), wenn L(K ) zu Pgeh�ort (wenn also K im neuen Sinn praktis
h ents
heidbar ist). Es ist dahernur konsequent und vereinfa
ht die Spre
hweisen, wenn wir P fortan ni
htmehr als die Klasse der praktis
h ents
heidbaren formalen Spra
hen de�-nieren, sondern als die Klasse der praktis
h ents
heidbaren Strukturklassen.Unter P verstehen wir also fortan die Menge der praktis
h ents
heidbarenStrukturklassen.3 Zur inneren Struktur von PBevor wir uns der inneren Struktur von P genauer zuwenden, wollen wireinige M�ogli
hkeiten au
isten, die wir erwarten k�onnen.(1) P besteht aus Strukturklassen, die in einem pr�azisierbaren Sinn Vari-anten einer einzigen Strukturklasse K 0 sind. K 0 ist dann die Essenzdessen, was wir praktis
h bere
hnen k�onnen. Der Berei
h des prak-tis
h Bere
henbaren hat eine �au�erst dur
hsi
htige Struktur.(2) P enth�alt mehrere | viellei
ht sogar unendli
h viele | Strukturklas-sen, die keine Varianten voneinander sind, aber es ist m�ogli
h, si
h aufsystematis
he Weise einen �Uberbli
k �uber P zu vers
ha�en. Mit ande-ren Worten: Es ist m�ogli
h, zu bere
hnen, was praktis
h bere
henbarist. 11



(3) P hat eine so un�ubersi
htli
he Struktur, da� es grunds�atzli
h ni
htm�ogli
h ist, si
h einen systematis
hen �Uberbli
k zu vers
ha�en.Eine Kl�arung der Frage, wel
he dieser M�ogli
hkeiten zutri�t, verlangtzun�a
hst na
h einer Pr�azisierung der Vorstellungen, die in ihre Bes
hreibungeingehen.Zuerst m�ussen wir uns fragen, was es bedeutet, da� eine Strukturklasseeine Variante einer anderen ist. Eine Pr�azisierung dieses Begri�es und damitder Aussage (1) geh�ort zum Kern unserer Betra
htungen. Wir bereiten sieim n�a
hsten Abs
hnitt vor und diskutieren sie dann im letzten Teil.Wenden wir uns nun der Alternative (2) zu. Wel
he M�ogli
hkeiten ver-su
hen wir, hier zu erfassen? Es k�onnte zum Beispiel sein, da� alle Struk-turklassen in P entweder Varianten der Klasse G S der Siegraphen oder Va-rianten der Klasse G Z der zusammenh�angenden Graphen sind, da� aberG S und G Z keine Varianten voneinander sind. Damit tritt (1) ni
ht ein.Denno
h h�atten wir in diesem Fall einen systematis
hen �Uberbli
k �uber P| alle Probleme sind Varianten von G S oder von G Z . Wir wollen aberau
h ganz andere M�ogli
hkeiten ber�u
ksi
htigen, die Klasse P systematis
hzu erfassen. Zum Beispiel k�onnte es sein, da� P gerade aus allen Struktur-klassen besteht, die dur
h ein Programm der Programmierspra
he PASCALerkannt werden k�onnen, wel
hes keine S
hleifenanweisung wie While oderRepeat...Until verwendet. Weil wir si
herli
h alle Programme der Pro-grammierspra
he PASCAL, die dieser Bedingung gen�ugen, systematis
h auf-listen k�onnen, w�urde uns eine sol
he Charakterisierung von P ebenfalls dieM�ogli
hkeit geben, P systematis
h zu erfassen, und damit unter (2) fallen.Nat�urli
h sind no
h viele andere Verfahren denkbar. Eine naheliegendeM�ogli
hkeit, sie alle zu erfassen, besteht in der folgenden Pr�azisierung von(2): Es gibt einen Algorithmus, mit dessen Hilfe die Strukturklassen in P inder Form K 0 ;K 1 ;K 2 ; : : : aufgelistet werden k�onnen. Mit anderen Worten:es gibt eine auf der Menge der nat�urli
hen Zahlen de�nierte bere
henbareFunktion �, deren Werte �(0); �(1); : : : gerade die Strukturklassen in P sind.Hier entsteht ein Problem: Bere
henbare Funktionen arbeiten mit W�or-tern. W�ahrend wir die nat�urli
hen Zahlen, z.B. in Dualdarstellung, alsW�orter vorgeben k�onnen, liegt ni
ht unmittelbar auf der Hand, wie wirso abstrakte Gebilde wie Strukturklassen in einem vern�unftigen Sinn dur
hW�orter kodieren k�onnen.25 Bes
hr�anken wir uns jedo
h auf Strukturklassenin P| und das rei
ht ja! |, dann k�onnen wir so vorgehen: Wir bes
hreibeneine Klasse K in P dur
h die folgenden beiden Daten:25Da es mehr Strukturklassen (n�amli
h �uberabz�ahlbar viele) als z.B. 0-1-W�orter gibt,kann man ohnehin ni
ht alle Strukturklassen kodieren.12



(i) ihr Vokabular, etwa als Folge der Relationssymbole und deren Stellen-zahl;(ii) einen Algorithmus im Sinne einer Pr�azisierung des Bere
henbarkeits-begri�s, der sie in polynomialer Zeit ents
heidet.26Beide Daten lassen si
h lei
ht dur
h 0-1-W�orter kodieren und die einzel-nen Kodierungen dann zu einem einzigen 0-1-Code C(K ) zusammenfassen.Mit C(K ) haben wir K \voll im Gri�": Wir k�onnen aus dem ersten Teil vonC(K ) das Vokabular von K entnehmen27 und aus dem zweiten Teil einenAlgorithmus polynomialer Zeitkomplexit�at, mit dessen Hilfe wir �uber dieZugeh�origkeit von Strukturen zu K ents
heiden k�onnen.�Ahnli
h k�onnen wir bei anderen bekannten Klassen wie NP oder E vor-gehen.Wir nennen jetzt eine Komplexit�atsklasse C wie P, NP oder E au
ist-bar, wenn es eine auf der Menge der nat�urli
hen Zahlen de�nierte bere-
henbare Funktion gibt28, deren Werte f(0); f(1); f(2); : : : Kodierungen derGestalt C(K 0 ), C(K 1 ), C(K 2); : : : sind, wobei C gerade aus den KlassenK 0 ;K 1 ;K 2 ; : : : besteht. Mit anderen Worten: C ist genau dann au
istbar,wenn wir C in dem Sinne systematis
h �uberbli
ken k�onnen, da� si
h die(Kodierungen der) Klassen in C mit Hilfe einer bere
henbaren Funktion |als Werte von 0, 1, usf. | aufz�ahlen lassen. Wir pr�azisieren dann (2) alsAu
istbarkeit von P.S
hlie�li
h pr�azisieren wir (3) als Ni
htau
istbarkeit von P.Der Begri� der Au
istbarkeit ist sehr formal und sehr s
hwa
h. So ist jaunsere De�nition rein algorithmis
her Natur, und an die Bere
hnungskom-plexit�at einer die Klasse P aufz�ahlenden bere
henbaren Funktion werden kei-ne Anforderungen gestellt. Insbesondere lassen wir zu, da� die aufz�ahlendeFunktion ni
ht praktis
h bere
henbar ist. P k�onnte also au
istbar sein, ohneda� wir daraus praktis
h bedeutsame Folgerungen ziehen k�onnten. Au�er-dem spiegelt si
h die Struktur von P ledigli
h auf abstrakte Weise in demAlgorithmus, der die aufz�ahlende Funktion bere
hnet.Man bea
hte jedo
h, da� die S
hw�a
he von (2) zur St�arke von (3) wird:Ni
htau
istbarkeit von P bedeutet, da� es keinen Weg gibt, die Probleme26Der Algorithmus kann z.B. als Turingprogramm T gegeben sein, zusammen mit einernat�urli
hen Zahl k mit der Eigens
haft, da� die Laufzeit von T dur
h das Polynom nkbes
hr�ankt ist.27Bis auf die genaue Gestalt der Symbole, die ja unwesentli
h ist.28Bere
henbar etwa mit Hilfe eines Turingprogramms.13



aus P systematis
h \in den Gri�" zu bekommen, unabh�angig davon, wieabstrakt und aufwendig ein sol
her Weg au
h gew�ahlt sein sollte.4 Logiken und QuantorenIm vorangehenden Abs
hnitt haben wir die M�ogli
hkeit der Bes
hreibungvon P auf bere
henbarkeits- und komplexit�atstheoretis
h orientierte Ge-si
htspunkte abgestellt. Wie s
hon dort angek�undigt, wollen wir uns jetztst�arker inhaltli
h orientieren: Wir wollen die Struktur von P an der Struktureiner P bes
hreibenden Logik messen. Zun�a
hst stellen wir kurz die dazuben�otigten logis
hen Begri�e vor.Das neben der Aussagenlogik einfa
hste, zuglei
h aber au
h wi
htigstelogis
he System ist das System L1 der Logik der ersten Stufe. Seinen Spra-
hen liegt, �ahnli
h wie den Strukturen, jeweils ein Vokabular zugrunde, alsoeine endli
he Menge von Relationssymbolen. Besteht das Vokabular nuraus dem zweistelligen Relationssymbol E, haben die einfa
hsten Ausdr�u
ke,die sog. atomaren Ausdr�u
ke, der zugeh�origen Spra
he der ersten Stufe dieGestalt Exy und x = y;wobei x; y; : : : Variablen f�ur Elemente von Strukturen sind und Exy gelesenwir als \E tri�t zu auf x; y" und x = y als \x ist glei
h y". Die weiterenAusdr�u
ke erh�alt man dur
h die wiederholte Bildung von Negationen (mitHilfe von :), Konjunktionen (mit ^), Disjunktionen (mit _), Implikationen(mit !), sowie dur
h Quanti�zierungen der Gestalt \F�ur alle x" (mit 8x)und \Es gibt ein x" (mit 9x). Dabei werden zus�atzli
h Klammern benutzt,um die eindeutige Lesbarkeit zu si
hern.Wir verwenden '; ; : : : ; um Ausdr�u
ke der ersten Stufe zu notieren.Ausdr�u
ke, in denen alle Variablen dur
h die Quantoren 8;9 gebunden sind,hei�en S�atze der ersten Stufe. So ist8x:Exxein Satz der ersten Stufe zum Vokabular fEg. Er besagt, da� E irre
e-xiv ist. (Einen Graphen G = (G;EG), in dem ' gilt, bezei
hnet man alss
hleifenfrei.) Der Satz' = 8x8y(:x = y ! (Exy _ 9z(Exz ^Ezy)))gilt in G genau dann, wenn je zwei vers
hiedene Punkte unmittelbar oder�uber einen dritten verbunden sind. Ist G ein Graph, der einen Verkehrsver-14



bund bes
hreibt, so gilt ' in G genau dann, wenn man von jeder Stadt ausjede andere Stadt mit h�o
hstens einmaligem Umsteigen errei
hen kann.Die Klasse aller endli
hen Strukturen vom Vokabular fEg, in denen einSatz ' vom Vokabular fEg gilt, bezei
hnen wir mitMod('): 29Mod(8x:Exx) ist also die Klasse der s
hleifenfreien endli
hen Graphen.Wir nennen eine Klasse K von Strukturen in der ersten Stufe axiomati-sierbar, wenn es einen Satz ' der ersten Stufe vom glei
hen Vokabular wieK gibt mit K = Mod('):Entspre
hend hei�e, f�ur ein beliebiges logis
hes System L 30, K in Laxiomatisierbar, falls es einen L-Satz ' gibt mitK = ModL('):Dabei sei ModL(') die Klasse der endli
hen Strukturen, in denen ' im Sinneder Semantik von L gilt.Wir k�onnen jetzt die in der Einleitung zu diesem Abs
hnitt angedeuteteBes
hreibbarkeit einer Komplexit�atsklasse C dur
h eine Logik L pr�azisieren:L bes
hreibe C genau dann, wenn die in L axiomatisierbaren Strukturklassenmit den Strukturklassen in C zusammenfallen.Nehmen wir an, die Logik L bes
hreibe P. Dann k�onnen wir die Rei
h-haltigkeit von P dadur
h zu ergr�unden su
hen, da� wir die Gesamtheit derin L axiomatisierbaren Strukturklassen betra
hten. Obwohl diese Gesamt-heit mit P identis
h ist, k�onnte der We
hsel der Perspektive, n�amli
h dieHinwendung zur Si
htweise der Logik, neue Erkenntnisse bringen. Nehmenwir z.B. an, s
hon die Logik L1 der ersten Stufe bes
hreibe P. Da wir dieS�atze der ersten Stufe (zu beliebigen Vokabularen) systematis
h au
istenk�onnen und da man zu jedem Satz ' der ersten Stufe e�ektiv einen polyno-mial zeitbes
hr�ankten Algorithmus angeben kann, der Mod(') ents
heidet,w�are dann P au
istbar.Bes
hreibt L1 die Klasse P? Leider ni
ht. Zwar liegt, wie wir soebenangedeutet haben, jede in der ersten Stufe axiomatisierbare Strukturklassein P; die Umkehrung gilt jedo
h ni
ht. So liegen die Klasse G Z der zusam-menh�angenden Graphen und die Klasse G S der Sieggraphen in P, sie sind29\Mod" erinnert an \Modell". In der Literatur steht Mod(') gew�ohnli
h f�ur die Klassealler (also au
h der unendli
hen) Strukturen, in denen ' gilt.30Eine De�nition logis
her Systeme �ndet man in [8℄.15



aber ni
ht in der ersten Stufe axiomatisierbar. Dasselbe gilt f�ur die Klasseder Mengen (d.h. der Strukturen zum leeren Vokabular) mit einer geradenZahl von Elementen.31Gibt es �uberhaupt eine Logik, die P bes
hreibt? Nat�urli
h h�angt eine Be-antwortung dieser Frage davon ab, wie der Begri� der Logik de�niert wird.Verwenden wir die �ubli
he De�nition32, lautet die Antwort \Ja"; do
h die Pbes
hreibenden Logiken, die man kennt, h�angen unmittelbar mit der De�-nition von P zusammen33 und liefern keine neuen Informationen. Statt unsalso in ni
htssagender Allgemeinheit zu verlieren, greifen wir im folgendenauf einen besonderen Typ von Logiken zur�u
k, auf sog. Lindstr�omlogiken.Sie entstehen aus der Logik L1 der ersten Stufe dur
h die Adjunktion neuerQuantoren. Wir stellen uns Quantoren als eine spra
hte
hnis
he M�ogli
hkeitvor, Konzepte zu formulieren, wie etwa das Konzept \geradzahlige Menge"oder das Konzept \zusammenh�angender Graph".34 Wir k�onnen dann dieStruktur von P dadur
h zu erfassen su
hen, da� wir die Struktur der Ge-samtheit der Konzepte untersu
hen, die wir in Form von Quantoren an L1adjungieren m�ussen, um eine Logik zu erhalten, die P bes
hreibt. Zun�a
hstjedo
h bedarf es einer Kl�arung der ben�otigten Begri�e.Wir s
hildern die Adjunktion eines Quantors an L1 am Beispiel der Klas-se G Z der zusammenh�angenden Graphen. Zuvor eine Vereinbarung: Ist'(x; y) ein Ausdru
k, in dem h�o
hstens die Variablen x; y ni
ht dur
h Quan-toren gebunden sind, also als Parameter auftreten, so de�niert '(x; y) �uberjeder Struktur A, deren Vokabular das Vokabular von '(x; y) umfa�t, einezweistellige Relation '(x; y)A; sie tri�t auf zwei Elemente a; b der StrukturA genau dann zu, wenn '(a; b) in A gilt. Entspre
hend de�nieren Aus-dr�u
ke mit nur einem oder mit mehr als zwei Parametern Teilmengen oderh�oherstellige Relationen.35Zur Klasse G Z der zusammenh�angenden Graphen zur�u
kkehrend, w�ah-len wir ein Quantorensymbol QGZ und erweitern die M�ogli
hkeiten der Bil-31Ein Satz der ersten Stufe, der kein Relationssymbol au�er dem Glei
hheitszei
henenth�alt und n Quantoren hat, kann ni
ht zwis
hen Mengen mit n und Mengen mit n+ 1Elementen unters
heiden.32Vgl. [8℄.33Vgl. [10℄.34Einer in der Mathematik �ubli
hen Vorgehensweise folgend, identi�zieren wir Konzeptemit Strukturklassen, also das Konzept \zusammenh�angender Graph" mit der Klasse GZder (endli
hen) zusammenh�angenden Graphen.35Kommen in den de�nierenden Ausdr�u
ken weitere Parameter vor, so wird in einerStruktur erst dann eine Relation de�niert, wenn diese Parameter dur
h Elemente derStruktur belegt werden. Wir s
hlie�en sol
he M�ogli
hkeiten im folgenden stills
hweigendein. 16



dung von Ausdr�u
ken in L1 um die folgende Regel:Sind '(x) und  (y; z) Ausdr�u
ke, so ist au
h QGZ xyz['(x);  (y; z)℄ein Ausdru
k.Um die Bedeutung von QGZ xyz['(x);  (y; z)℄ in einer (vom Vokabularher passenden) Struktur A mit der Tr�agermenge A festzulegen, bea
htenwir zun�a
hst, da� '(x) eine Teilmenge G von A bestimmt; G besteht ausden Elementen von A, f�ur die '(x)A gilt. Ferner de�niert  (y; z) �uber Adie zweistellige Relation  (y; z)A. Deren Eins
hr�ankung auf Elemente vonG bezei
hnen wir mit EG. Damit de�nieren die Ausdr�u
ke '(x) und  (y; z)�uber A die Struktur (G;EG) vom Vokakular fEg. Wir vereinbaren jetzt:QGZ xyz['(x);  (y; z)℄ gelte in A genau dann, wenn (G;EG) zuG Z geh�ort, also ein zusammenh�angender Graph ist.Ein Beispiel: Es sei ' der SatzQGZ xyz[x = x;Eyz℄:Wir betra
hten eine Struktur A = (A;EA) vom Vokabular fEg. Die dur
hx = xA bestimmte Teilmenge G von A enth�alt alle Elemente von A, d.h. esist G = A, und die dur
h EyzA bestimmte Relation �uber G = A stimmtmit EA �uberein, also ist EG = EA. Damit de�nieren x = x und Eyz �uberA die Struktur A selbst, und wir erhalten:' gilt in A genau dann, wenn A 2 G Z ;d.h. ' axiomatisiert die Klasse G Z .Wir bezei
hnen die Logik, die wir dur
h die gerade ges
hilderte Erwei-terung von L1 erhalten haben, mit L1(QGZ ). Unser Beispiel besagt dann:G Z ist in L1(QGZ ) axiomatisierbar, genauer:G Z = ModL1(QGZ)�QGZ xyz[x = x;Eyz℄�:Wie man zeigen kann, ist L1(QGZ ) die kleinste \vern�unftige" Logik36,in der G Z axiomatisierbar ist. Unser Ziel, die Logik der ersten Stufe aufnat�urli
he Weise um Ausdru
ksm�ogli
hkeiten zu erweitern, die es gestat-ten, die Klasse G Z der zusammenh�angenden Graphen zu axiomatisieren, istdamit errei
ht.36N�amli
h regul�are Logik. 17



Ein weiteres Beispiel: Es sei M G die Klasse der Mengen mit einer geradenZahl von Elementen. Wir adjungieren entspre
hend einen Quantor QMG anL1, der die Bildung von Ausdr�u
ken der GestaltQMGx['(x)℄erlaubt; sie gelten in einer Struktur A genau dann, wenn die dur
h '(x)Abestimmte Menge eine gerade Zahl von Elementen hat. So giltQMGx[8y(x = y _ :(Exy _Eyx))℄in einem Graphen genau dann, wenn die Zahl seiner isolierten Punkte (alsoder Punkte, aus denen keine Kante hinaus- und in die keine Kante hinein-geht) gerade ist.Nat�urli
h k�onnen wir QGZ und QMG au
h glei
hzeitig an L1 adjungieren.Wir gelangen damit zu der Logik L1(QGZ ; QMG ), in der sowohl G Z als au
hM G axiomatisierbar sind. Ist allgemein Q eine Menge von Quantoren dergerade bes
hriebenen Art, so bezei
hnen wir mit L1(Q) die Logik, die aus L1dur
h die simultane Adjunktion aller Quantoren aus Q entsteht. Man nenntdie Logiken der Gestalt L1(Q) h�au�g Lindstr�omlogiken und die Quantorendes oben genannten Typs Lindstr�omquantoren.37Damit haben wir das logis
he R�ustzeug bereitgestellt, das wir im folgen-den ben�otigen.5 Zur Rei
hhaltigkeit von PDen S
hl�ussel f�ur unser weiteres Vorgehen liefert die folgende Beoba
htung:Es seiQP die Menge der Quantoren, die den Klassen in P entspre
hen. Danngilt: L1(QP) bes
hreibt P.38(�)So unau��allig diese Feststellung auf den ersten Bli
k ers
heinen mag, siegibt uns den ents
heidenden Hinweis, die Rei
hhaltigkeit von P zu messen,n�amli
h an der Rei
hhaltigkeit, die eine Quantorenmenge Q haben mu�,damit gilt: L1(Q) bes
hreibt P.(��)37Lindstr�omquantoren und Lindstr�omlogiken gehen auf [20℄ zur�u
k; vgl. au
h [21℄.38Der Beweis daf�ur, da� die in L1 axiomatisierbaren Strukturklassen zu P geh�oren, l�a�tsi
h lei
ht auf L1(QP) ausdehnen. Umgekehrt ist jede Strukturklasse K aus P bereits inL1(QK) axiomatisierbar und daher erst re
ht in L1(QP).18



Wir nennen eine Menge Q von Lindstr�omquantoren au
istbar, wenn diezugeh�origen Strukturklassen au
istbar sind und die Zuordnung der Struk-turklassen zu den Quantorensymbolen e�ektiv ist, etwa in dem Sinn, da� dieKodierungen der Strukturklassen als Quantorensymbole dienen. Dann l�a�tsi
h aus den Fakten, die wir erw�ahnt haben, lei
ht der folgende Sa
hverhaltbeweisen:P ist genau dann au
istbar, wenn es eine au
istbare Menge Qvon Lindstr�omquantoren gibt, so da� L1(Q) die Klasse P be-s
hreibt.Damit haben wir eine logis
he Form der Alternative (2) aus Abs
hnitt 3gewonnen.Im Hinbli
k auf eine Pr�azisierung der Alternative (1) fragen wir jetzt:Wie einfa
h kann man Q w�ahlen, ohne die G�ultigkeit von (��) zu verlieren?Oder s
h�arfer: Gibt es gar eine einzige Strukturklasse K 0 mit der Eigen-s
haft, da� L1(QK0 ) P bes
hreibt? In diesem Fall w�are (1) realisiert undzuglei
h pr�azisiert; die Varianten von K 0 , die P ausma
hen, w�urden aus denStrukturklassen bestehen, die man, ausgehend von K 0 , mit Mitteln der er-sten Stufe axiomatisieren kann; sie w�urden si
h also in �ubersi
htli
her Weisegewinnen lassen. Do
h die Antwort ist negativ: Na
h [16℄ kann (��) f�ur keinendli
hes Q gelten.Es gibt sehr einfa
he unendli
he Quantorenmengen. Man erh�alt sie auseinem einzigen Lindstr�omquantor Q dadur
h, da� man, intuitiv gespro
hen,seine h�oherdimensionalen Varianten einbezieht, die sog. Vektorisierungenvon Q. Wir erl�autern diesen Begri� f�ur die Dimension 2 am Beispiel desQuantors QGZ , der zur Klasse G Z der zusammenh�angenden Graphen geh�ort.Sei Q2GZ ein (gegen�uber QGZ neues) Quantorensymbol. Es erlaube dieBildung von Ausdr�u
ken der GestaltQ2GZ x1x2y1y2z1z2['(x1; x2);  (y1; y2; z1; z2)℄:Sie gelten in einer Struktur A passenden Vokabulars39 genau dann, wennmitG := '(x1; x2)A und EG := die Bes
hr�ankung von  (y1; y2;z1; z2)A auf Gdie Struktur (G;EG) zu G Z geh�ort, also ein zusammenh�angender Graph39Bei Belegung etwaiger Parameter mit Elementen aus A.19



ist.40 Wir nennen Q2GZ die 2-Vektorisierung von QGZ . Entspre
hend de�-niert man allgemein f�ur n � 1 die n-Vektorisierung QnGZ von QGZ . Insbe-sondere ist Q1GZ = QGZ .F�ur einen Quantor QK sei QK die Menge der Quantoren Q1K ; Q2K ; Q3K ; : : :Sie ist unendli
h, und denno
h birgt sie im wesentli
hen nur ein Konzept,n�amli
h K .Ein f�ur uns ents
heidendes Resultat von Dawar [6℄ besagt in dieser Ter-minologie:Wenn P au
istbar ist, so gibt es eine Strukturklasse K 0 mit derEigens
haft, da� L1(QK0 ) die Klasse P bes
hreibt. K 0 kann alsKlasse von Graphen gew�ahlt werden und liegt (nat�urli
h) in P.Sollte also P au
istbar sein, d.h. systematis
h erfa�bar in dem von uns alssehr s
hwa
h kritisierten Sinn, so gibt es ein graphentheoretis
hes KonzeptK 0 , das praktis
h ents
heidbar ist und in dem Sinn den Kern des praktis
hBere
henbaren bildet, da� alle praktis
h ents
heidbaren Probleme Variantenvon K 0 sind, die aus K 0 41 mit Prozessen erster Stufe42 sowie dur
h Vektori-sierungen hervorgehen. Es gilt dann also eine pr�azise Form von (1).43 Damitk�onnen wir zusammenfassen:Di
hotomiesatz. Es gilt entweder (a) oder (b), wobei(a) Es gibt eine Strukturklasse K 0 mit der Eigens
haft, da� L1(QK0 ) dieKlasse P bes
hreibt.(b) P ist ni
ht au
istbar. Insbesondere gibt es keine au
istbare Quanto-renmenge Q, f�ur die L1(Q) die Klasse P bes
hreibt.Wir haben also die in der Einleitung angek�undigte Alternative errei
ht.Es ist heute v�ollig o�en, ob (a) gilt oder ob (b) gilt. Wahrs
heinli
h ist40Man bea
hte, da� G keine Teilmenge von A ist, sondern eine zweistellige Relation�uber A, d.h. eine Menge von geordneten Paaren von Elementen von A; die vierstelligeRelation  (y1;y2; z1; z2)A �uber A wird aufgefa�t als eine zweistellige Relation zwis
hengeordneten Paaren von Elementen von A; EG ist also eine zweistellige Relation �uber G.41Und den dur
h atomare S�atze der Gestalt R
1 : : : 
n bzw. 
1 = 
2 mit Konstanten
1; 
2; : : : de�nierten Klassen.42Komplementbildungen entspre
hend der Negation, Vereinigungen entspre
hend derDisjunktion und Projektionen entspre
hend der Quanti�erung mit dem Existenzquantor.(In der ersten Stufe sind ^;!; 8 mit :;_; 9 de�nierbar!)43Die Existenz eines sol
hen \universellen" Konzepts erinnert an die vollst�andigen Pro-bleme der Komplexit�atstheorie; in der Tat besteht hier eine weitgehende methodis
heParallelit�at; vgl. [10℄. 20



es au
h ni
ht einfa
h, eine Ents
heidung zu f�allen. So w�urde n�amli
h einBeweis von (b) zuglei
h zeigen, da� NP, die ni
htdeterministis
he Versionvon P, von P vers
hieden ist, und damit das immer no
h als unangreifbareinges
h�atzte \P = NP?"-Problem der Komplexit�atstheorie l�osen.44 (EinBeweis von (a) dagegen br�au
hte dieses Problem gar ni
ht zu ber�uhren.)Bes
hr�ankt man si
h auf Klassen geordneter Strukturen, so gilt (a).45Si
herli
h ist dies ein wi
htiger Sonderfall, erfa�t er do
h alle formalen Spra-
hen. Wir ho�en aber, klargema
ht zu haben, da� die Verallgemeinerungauf beliebige Strukturklassen, also auf Klassen von ni
ht notwendig geord-neten Strukturen, intuitiv geboten ist und da� die von uns befolgte Pr�azi-sierung der polynomialen Ents
heidbarkeit ein Weg ist, den Ents
heidungs-aufwand sauber von einem m�ogli
hen Kodierungsaufwand zu trennen. F�urdie bekannten Komplexit�atsklassen, denen h�ohere Komplexit�atss
hrankenzugrunde liegen, besteht, wie si
h herausstellt, die Kodierungsproblematikni
ht mehr. Wie wir bereits in der Einleitung festgestellt haben, ist au
h dieAlternative des Di
hotomiesatzes ents
hieden: Es gilt (a). Insofern erfa�tdie no
h ungel�oste Problematik des Di
hotomiesatzes eine Besonderheit vonP. Hat si
h die M�uhe, die wir haben aufwenden m�ussen, um den Di
hoto-miesatz zu formulieren und die in ihn eingehenden Begri�sbildungen vorzu-stellen und zu motivieren, gelohnt? Die Antwort h�angt von der Informationab, die wir �uber den Berei
h des praktis
h Bere
henbaren erhalten haben.Diese Information ist, so meinen wir, betr�a
htli
h. Zun�a
hst s
heint ja derUnters
hied zwis
hen polynomialer und hyperpolynomialer Komplexit�at le-digli
h eine Frage des Aufwandes zu sein. So beruhen die S
hwierigkeitender Kodierung, auf die wir f�ur das praktis
h Bere
henbare gesto�en sind,letztli
h auf der Tatsa
he, da� die Anzahl der m�ogli
hen Ordnungen einerStruktur exponentiell mit deren M�a
htigkeit w�a
hst.46 Wie eine Analyse derBeweise zeigt, die in den Di
hotomiesatz eingehen, entspri
ht die Alterna-tive (a) der M�ogli
hkeit, entspre
hende Teile des Hyperpolynomialen no
hpraktis
h zu beherrs
hen. Dann gewinnt also der Berei
h des praktis
h Be-re
henbaren die �Ubersi
htli
hkeit, die wir von h�oheren Komplexit�atsklassenkennen. Andernfalls, und das ist die wesentli
he Aussage des Di
hotomie-44NP ist n�amli
h au
istbar, weil es na
h [13℄ dur
h die sog. existentielle Logik derzweiten Stufe bes
hrieben wird; vgl. [10℄.45Als Klasse K0 kann man na
h [14℄ eine geeignete Version des Konzepts \Iteration"w�ahlen.46Genauer: die Anzahl der modulo Isomorphie vers
hiedenen geordneten Versionen einerStruktur. 21



satzes, bleibt uns der Berei
h des praktis
h Bere
henbaren seiner Strukturna
h in seiner Ganzheit grunds�atzli
h vers
hlossen; insbesondere existiertdann kein Weg, aus bekannten praktis
h bere
henbaren Problemen dur
h sy-stematis
he Variation alle praktis
h bere
henbaren Probleme zu erhalten.47Es gilt dann also so etwas wie ein Unvollst�andigkeitssatz der praktis
henBere
henbarkeit. Der S
hritt vom Polynomialen zum Exponentiellen48 istdann ni
ht mehr ein nur quantitativer, sondern ein tiefgreifend struktureller,verglei
hbar dem S
hritt vom Endli
hen (mit den es begleitenden S
hwie-rigkeiten der endli
hen Kombinatorik) zum Unendli
hen (mit der Eleganztrans�niter Methoden).Wel
he der Alternativen erwarten wir? Die Meinungen sind geteilt, dieFrage selbst war in j�ungerer Vergangenheit Gegenstand intensiver Diskus-sionen. Viellei
ht zei
hnet si
h zur Zeit eine Mehrheit f�ur die Alternative(b), also f�ur die Un�ubersi
htli
hkeit von P, ab. Jedo
h sind, wie uns s
heint,zur Zeit weder die Anh�anger von (b) no
h die Anh�anger von (a) in der Lage,�uberzeugende Argumente f�ur ihre Ansi
ht vorzubringen.Auf die weitere Entwi
klung der Datenverarbeitung hat eine Kl�arungder Di
hotomiefrage wohl keine unmittelbaren konkreten Auswirkungen.Es w�urde also in diesem Fall so �ahnli
h sein wie bei den G�odels
hen Un-vollst�andigkeitss�atzen. Au
h sie haben | abgesehen von te
hnis
hen An-wendungen bei konkreten Fragestellungen | keine greifbaren Auswirkungenauf die Mathematik gehabt. Do
h sie haben das mathematis
he Bewu�tseinver�andert und insbesondere die Vorstellungen von der Tragweite mathemati-s
her Methoden korrigiert. Eine �ahnli
he Wirkung k�onnte au
h die Kl�arungder Di
hotomiefrage entfalten, jetzt in bezug auf das, was wir re
hneri
hzu beherrs
hen verm�ogen.49 Das Di
hotomieproblem ist daher mehr als nureine reizvolles mathematis
hes Problem; es hinterfragt die Natur des unsre
hneris
h Zug�angli
hen unter einem wesentli
hen Aspekt, w�urde uns do
heine L�osung eine grunds�atzli
he Erkenntnis �uber die Welt vermitteln, indie wir dur
h die ras
h wa
hsenden M�ogli
hkeiten der Datenverarbeitunggestellt werden.47Denn sonst w�are P au
istbar!48Genauer: Von P zu den hyperpolynomialen Komplexit�atsklassen wie NP, PSPACE, E.49Viellei
ht vermag das gar s
hon die Di
hotomie selbst mit ihrer weit auseinanderklaf-fenden Alternative, sollte sie nur gen�ugend weit bekannt werden.
22
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