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Der erste Godelsche Unvollstdndigkeitssatz und eine Vielfalt von Unent-
scheidbarkeitsresultaten' zeigen, daf es konkrete Fragestellungen gibt, die
sich nicht algorithmisch lésen lassen. Ergebnisse der Komplexititstheorie?
legen dar, dal es konkrete Fragestellungen gibt, die sich zwar algorith-
misch 16sen lassen, fiir die jedoch jede algorithmische Lésung so aufwen-
dig ist, daB ihrer praktischen Ausfithrbarkeit enge Grenzen gesetzt sind.
Beide Sachverhalte sind vielfiltig auch in die erkenntnistheoretische Dis-
kussion eingeflossen.? Der Bereich des praktisch Berechenbaren selbst steht
jedoch noch aulerhalb dieser Diskussion. Um die Struktur dieses Bereichs —
zunéchst auf mathematische Weise — aufzuhellen, bedarf es eines mathema-
tischen Modells praktischer Berechenbarkeit, das der intuitiven Vorstellung
moglichst nahe kommt. Wir wihlen dazu, wie es heute iiblich ist, das Modell
der polynomialen (Schrittzahl-)Komplexitit, identifizieren also die praktisch
lésbaren Probleme mit den Problemen der Komplexititsklasse P. Der Aus-
leuchtung dessen, was praktisch berechenbar ist, entspricht damit die Frage
nach der Struktur der Klasse P. Die sog. Endliche Modelltheorie*, ein Gebiet
im Grenzbereich von mathematischer Logik, Informatik und Kombinatorik,
hat in den letzten Jahren eine Reihe von Resultaten erzielt, die zu einer Er-
hellung dieser Frage beitragen kdnnen. Die Reichhaltigkeit von P wird dabei
gemessen durch die “sprachlich-inhaltliche” Komplexitit logischer Systeme,
welche die Probleme in P beschreiben. Zwar sind zentrale Fragen noch offen;
doch die vorliegenden Ergebnisse lassen die folgende Aussage zu:

Fiir die Klasse der praktisch losbaren Probleme gibt es nur die zwei
einander entgegengesetzten Moglichkeiten:
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(a) Die praktisch berechenbaren Probleme sind im Kern Varianten ei-
nes einzigen Problems; die Klasse P hat daher eine sehr einfache und
iibersichtliche Struktur.

(b) Die praktisch berechenbaren Probleme sind von einer Vielgestaltigkeit,
die sich jedem systematischen Zugriff entzieht.

Alle Moglichkeiten, die zwischen diesen beiden Extremen liegen, lassen sich
bereits jetzt ausschlieflen.

Ziel unserer Ausfithrungen ist es, diese fiir die Struktur des uns rech-
nerisch Zuginglichen sowohl mathematisch als auch erkenntnistheoretisch
bedeutsame Dichotomie vorzustellen. Es wird sich zeigen, dafl eine Ent-
scheidung dariiber, welche der beiden Moglichkeiten (a), (b) wirklich vor-
liegt, duferst schwierig sein diirfte.

Neben P sind auch viele andere Komplexititsklassen untersucht worden.”
Dabei handelt es sich sowohl um Klassen, die in P enthalten sind, also
aus praktisch entscheidbaren Problemen bestehen, als auch um Klassen, die
oberhalb von P liegen, bei denen also der erlaubte Aufwand den praktisch
moglichen iibertreffen kann. Es hat sich herausgestellt, daf} fiir die Klassen
oberhalb von P das Analogon von (a) gilt, wihrend fiir die Teilklassen von
P, ahnlich wie fiir P selbst, die Frage nach der Giiltigkeit von (a) oder
(b) offen ist. P nimmt daher im Hinblick auf die Frage nach der inneren
Struktur, der ja unsere Aufmerksamkeit gilt, eine Sonderstellung ein: Die
Klasse des praktischen Berechenbaren kénnte nach heutigem Kenntnisstand
eine Grenze bilden, an der die innere Struktur von grofler Einfachheit zu
grofler Kompliziertheit umschlégt.

Wir werden versuchen, die Darstellung moglichst wenig mit mathemati-
schen Einzelheiten zu belasten; weitergehende technische Informationen und
Literaturhinweise finden sich in den Fufinoten.

Fiir wertvolle Ratschlige mochten wir Gerhard Vollmer herzlich danken.

1 Berechenbarkeit

Zu Beginn der dreifiiger Jahre gelang es, den Begriff des Algorithmus auf
iiberzeugende Weise zu prizisieren. Die Préizisierung féllt nach heutiger Auf-
fassung mit dem naiven Begriff des Algorithmus in der Weise zusammen, daf}
jeder Algorithmus im prézisen Sinn ein Algorithmus im naiven Sinn ist und

®Beispiele folgen im Text.



dafl umgekehrt auch zu jedem Algorithmus im naiven Sinn ein Algorithmus
im prizisen Sinn existiert, der dasselbe leistet® (sog. Church-Turing- These).

Algorithmen arbeiten mit “handhabbaren” Objekten, die man in aller
Regel auf natiirliche Weise durch 0-1-Worter kodieren kann. Sie dienen ver-
schiedenen Zwecken: Es gibt Algorithmen zur Berechnung von Funktionen
(etwa Algorithmen zur schriftlichen Multiplikation zweier in Dualdarstellung
gegebener natiirlicher Zahlen), Algorithmen zur Entscheidung von Fragestel-
lungen (sog. Entscheidungsalgorithmen, etwa Algorithmen, die entscheiden,
ob eine vorgegebene Zahl eine Primzahl ist) oder Algorithmen zur Erstellung
von Listen (etwa Algorithmen, die alle 16sbaren diophantischen Gleichungen
in zwei Unbekannten auflisten). Man kann sich leicht klarmachen, daf} die
Prézisierung des Algorithmenbegriffs geleistet ist, wenn es gelungen ist, den
Begriff des Entscheidungsalgorithmus zu prézisieren. Dabei kann man, wie
bereits angedeutet, voraussetzen, dafl Entscheidungsalgorithmen 0-1-Wérter
verarbeiten. Oft identifiziert man die Fragestellung, die ein Entscheidungs-
algorithmus entscheidet, mit der Menge L aller Eingabewdrter, die zur Ant-
wort “Ja” fiihren. Eine Menge von Wortern wie L nennt man eine formale
Sprache. Entscheidungsalgorithmen entscheiden also formale Sprachen. Die
Church-Turing-These ist demnach gleichwertig zu der Aussage, daf§ die im
intuitiven Sinn entscheidbaren formalen Sprachen mit den im prézisen Sinn
entscheidbaren formalen Sprachen zusammenfallen.

Fiir die These sprechen eine iiber Jahrzehnte gewachsene Erfahrung, aber
auch erfolgreiche Versuche einer inhaltlichen Rechtfertigung, die von intui-
tiven Analysen des Algorithmenbegriffs ausgehen.” Ein weiteres Argument
beruht darauf, dafl die verschiedenen Prézisierungen des Algorithmenbegriffs
dquivalent sind, also zur gleichen Klasse entscheidbarer formaler Sprachen
fithren.

In den sechziger Jahren begannen Bemiihungen, auch den Begriff der
praktischen Berechenbarkeit zu prizisieren. Auf Uberlegungen von Cobham
[4] und Edmonds [12] geht der Vorschlag zuriick, praktische Berechenbarkeit
mit polynomialer Berechenbarkeit gleichzusetzen (sog. Cobham-Edmonds-
These). Dabei heifit eine formale Sprache L polynomial entscheidbar, wenn
es fiir sie einen Entscheidungsalgorithmus gibt, bei dem die Zahl der Schrit-
te (die “Zeit”), die bei vorgegebener Eingabe w erforderlich ist, um eine
Antwort auf die Frage “Gehort w zu L?” zu erhalten, polynomial von der

fBeispiele vereinzelter Kritik findet man in [19] und [22]. Zur Geschichte der Prizisie-
rungsbemiihungen vgl. man [5].
"Vgl. etwa [23].



Linge von w abhiingt.®

Die Klasse aller formalen Sprachen, die polynomial entscheidbar sind,
wollen wir P (“polynomiale Zeit”) nennen. P ist also in mathematisch aus-
reichender Genauigkeit definiert, sobald wir eine Priizisierung des Algorith-
menbegriffs fest vorgeben. Es stellt sich heraus, dafi die heute iiblichen
Prézisierungen des Algorithmenbegriffs nicht nur in bezug auf die prinzipielle
Berechenbarkeit gleichwertig sind, sondern alle zur gleichen Klasse P fithren
und daher auch in bezug auf die praktische Berechenbarkeit dquivalent sind.

Anders als die Church-Turing-These bringt die Cobham-Edmonds-These
eine Reihe von Schwierigkeiten mit sich.

Wihrend der Begriff der prinzipiellen Berechenbarkeit — vom Stand-
punkt der klassischen Mathematik aus — unveridnderlich vorgegeben ist,
unterliegt die Vorstellung dariiber, was praktisch berechenbar ist, der jewei-
ligen Situation: Praktische Berechenbarkeit beim Landeanflug eines Flug-
zeugs meint etwas anderes als praktische Berechenbarkeit einer theoretischen
mathematischen Konstruktion! Insbesondere 14t sich nicht ausschlieflen,
daf} der Begriff der praktischen Berechenbarkeit einem Wandel unterworfen
ist, der seine Ursache in technischen Weiterentwicklungen hat. Sollte dies
in weitem Maf} zutreffen, miifite eine “dauerhafte” Fixierung von vornherein
inadaquat sein.

Ein weiterer Einwand bezieht sich darauf, dafl die Komplexitit eines
Algorithmus an seiner ungiinstigsten Laufzeit gemessen wird. Bei einigen
Algorithmen tritt aber der ungiinstige Fall nur selten ein und ist damit fiir
die Praxis nicht unbedingt bedeutsam. In der Tat gibt es fiir die Praxis
wichtige Verfahren (z.B. das Simplexverfahren der linearen Optimierung),
die eine exponentielle Zeitkomplexitit haben.

Schliefllich enthélt die Klasse P Probleme, die man gemeinhin wohl nicht
mehr als praktisch berechenbar ansehen mochte. Bei der Definition von P
unterliegen nimlich die Polynome, die zur Abschétzung der Schrittzahl die-
nen, keiner Beschréankung hinsichtlich Grad und Grofle der Koeffizienten. P
enthilt damit nachweisbar? fiir beliebig vorgegebene natiirliche Zahlen k for-
male Sprachen, bei denen (fiir unendlich viele Argumente) die erforderlichen
Schrittzahlen in der k-ten Potenz der Inputlinge wachsen.

Trotz dieser Einwinde gilt zur Zeit die Komplexititsklasse P als das
beste Modell fiir die praktische Berechenbarkeit. Vermutlich wiirde jeder

¥D.h. < p(Linge von w) fiir ein von der Eingabe w unabhiingiges Polynom p mit reellen
Koeffizienten.
“Man vergleiche die Zeithierarchietheoreme in [18].



andere Versuch, die Klasse der praktisch berechenbaren Probleme zu be-
schreiben,!'® auf dhnliche oder sogar noch schwerer wiegende Einwéinde sto-
Ben. Zum Beispiel wiirde eine — letztlich willkiirliche — Beschriankung der
Polynome nach Grad oder Koeffizientengréfie die Unabhéngigkeit von der
Wahl der Prézisierung des Algorithmenbegriffs zerstéren und somit unter
Umsténden bereits durch leichte technische Fortschritte in Frage gestellt.

Damit haben wir die Ausgangsbasis fiir unsere Fragestellung erreicht:
Wir haben den Bereich des praktisch Berechenbaren, den wir erhellen wol-
len, mit einer gewissen intuitiven Berechtigung als die Komplexititsklasse
P préazisiert.

2  Strukturen

Bislang haben wir Entscheidungsprobleme mit formalen Sprachen aus 0-1-
Wortern identifiziert. Diese Gleichsetzung haben wir damit gerechtfertigt,
daf} die Einzelfille eines Entscheidungsproblems “handhabbar” sein miissen,
damit man sie algorithmisch verarbeiten kann, und daf} aller Erfahrung nach
handhabbare Objekte durch 0-1-Worter kodiert werden kénnen. Doch diese
Argumentation, so iiberzeugend sie auch erscheinen mag, verdeckt einen we-
sentlichen Punkt: Die Kodierung eines Entscheidungsproblems durch eine
formale Sprache erfordert selbst schon einen gewissen Aufwand. Die Kom-
plexitit von Problemen, wie wir sie im letzten Abschnitt definiert haben,
beriicksichtigt hingegen nur den Aufwand, der zur Losung der bereits ko-
dierten Version erforderlich ist. Nun ist es unter Umstéinden mdoglich, durch
eine geschickte, aber aufwendige Kodierung die Lésung eines Problems er-
heblich zu vereinfachen, also einen erheblichen Teil des Losungsaufwandes
durch einen héheren Kodierungsaufwand wettzumachen. Intuitiv steht bei
Fragen der praktischen Berechenbarkeit natiirlich der Gesamtaufwand zur
Diskussion. Wir kénnen deshalb den Kodierungsaufwand nicht unberiick-
sichtigt lassen. Aus diesem Grund werden wir Entscheidungsprobleme nicht
mehr durch formale Sprachen, sondern weit unmittelbarer durch Klassen
endlicher Strukturen modellieren. Wir werden dann sehen, daff man Klas-
sen von Strukturen computergerecht kodieren kann, ohne ihre Komplexitét
zu verfilschen. Zugleich gewinnen wir einen methodischen Vorteil: Indem
wir Entscheidungsprobleme durch Strukturklassen modellieren, schaffen wir

"Etwa die Prazisierung durch die Komplexititsklasse BPP (=bounded error probabi-
listic polynomial time) (vgl. [2]).



eine Briicke zur Logik und damit zu semantischen Betrachtungsweisen, die
die weitere Diskussion mafigeblich voranbringen werden.
Wir erldutern unser Vorgehen an zwei Beispielen.

Das Verbindungsproblem. Es fragt danach, ob die Stidte, die zu einem
Verkehrsverbund gehéren, in dem Sinn miteinander verbunden sind, daf§
sich von jeder Stadt des Verbundes jede andere Stadt des Verbundes —
notigenfalls mit Umsteigen — erreichen 148t. Wir modellieren das Problem
dadurch, daf} wir die Stiddte des Verbundes zu einer Menge G zusammen-
fassen, iiber der wir eine zweistellige Relation E¢ definieren, indem wir
festsetzen:

EC trifft auf @ und b aus G (in dieser Reihenfolge) genau dann
zu, wenn es eine direkte Verbindung von o nach b gibt.

Das Paar (G,EY) ist ein Graph''; er besteht aus einer Trigermenge G
und der Interpretation eines zweistelligen Relationssymbols E durch eine
zweistellige Relation EY, die Kantenrelation des Graphen.
Wir schreiben fortan E®ab, um anzudeuten, dal E® auf ¢ und b zutrifft.
Ein Graph G = (G, E%) heift zusammenhingend, wenn je zwei verschie-
dene Punkte a,b von G in der Relation E stehen oder iiber eine Kantenfolge

EGaal, EGalaQ, ce ,EGan_lan, E%a,b

verbindbar sind. Der Verbundenheit der Stidte eines Verkehrsverbundes
entspricht somit der Zusammenhang des zugehorigen Graphen, und dem
Verbindungsproblem entspricht damit die Klasse Gz der zusammenhéingen-
den Graphen.

Das Turnierproblem. Es fragt danach, ob es bei einem Turnier, in dem
jeder Teilnehmer mit jedem anderen um Sieg oder Niederlage kimpft, einen
nach der Zahl der gewonnenen Kémpfe eindeutigen Sieger gibt. Wir model-
lieren dieses Problem durch besondere Graphen, sog. Turniergraphen. Bei
ihnen gilt fiir je zwei verschiedene Punkte a und b der Trigermenge G ent-
weder E%ab (“a schligt b”) oder E%ba (“b schligt a”). Turniergraphen
mit einem eindeutig bestimmten Sieger mogen Sieggraphen heiflen. Dem
Turnierproblem entspricht damit die Klasse Gg der Sieggraphen.

Ein Graph G = (G, EY) ist eine Struktur. Zu jeder Struktur gehort eine
Trdgermenge — hier G — und eine Menge V von Relationssymbolen, ihr Vo-
kabular — hier { E}'?; jedes Relationssymbol aus V besitzt eine Stellenzahl

" Genauer: ein gerichteter Graph.
12{EY} bezeichnet die Menge, die genau aus dem Element E besteht.



und wird durch eine entsprechend stellige Relation iiber der Trigermenge
interpretiert — hier E durch E.'3 Geordnete Graphen haben die Gestalt
(G,E%, <%). Dabei ist < ein zweistelliges Relationssymbol und < eine
Ordnungsrelation iiber G, d.h. eine zweistellige Relation, die die Elemente
von G anordnet. Geordnete Graphen haben das Vokabular {E, <}. Sie sind
Beispiele von Strukturen, die eine Ordnung tragen, von geordneten Struk-
turen.

Unter einer Strukturklasse verstehen wir im folgenden eine Klasse endli-
cher Strukturen des gleichen Vokabulars.* Wir haben also das Verbindungs-
problem und das Turnierproblem jeweils als eine Strukturklasse modelliert.
Statt z.B. zu fragen, ob ein gewisses Turnier einen eindeutig bestimmten
Sieger hat, fragen wir jetzt gleichwertig, ob der zugehorige Turniergraph zur
Strukturklasse Gg der Sieggraphen gehort.

Wenn wir Graphen G = (G, EY) mit Hilfe eines Algorithmus daraufhin
priifen mdochten, ob sie zur Klasse Gg gehdren, miissen wir sie “algorith-
mengerecht” eingeben. Auf naheliegende Weise kann dies in Form einer
Tabelle T' geschehen. Dabei entsprechen die Zeilen und Spalten von T" den
Elementen des Graphen; das Feld, das zur Zeile des Elements ¢ und zur
Spalte des Elements b gehort, trigt eine Eins, wenn E®ab gilt, und eine
Null, wenn E%ab nicht gilt. Ist z.B. G = {1,2,3} und gilt E%ab genau fiir
(a,b) = (1,2),(2,1),(1,3), so sieht T, falls wir die natiirliche Reihenfolge
der Elemente unterstellen, folgendermaflen aus:

011
100
000

T birgt alle strukturellen Eigenschaften von G ' und ist in diesem Sinne
eine addquate Kodierung von G 16

13Strukturen, wie wir sie gerade definiert haben, heiflen genauer relationale Struktu-
ren. Strukturen im {iiblichen Sinn kénnen auch noch Verknipfungen und ausgezeichnete
Elemente enthalten.

MWir verlangen zusitzlich, daB eine Klasse mit einer Struktur auch jede dazu isomorphe
Struktur enthélt.

15Graphen mit gleichen Tabellen sind isomorph.

!Wenn man nun noch die Zeilen von T nebeneinandersetzt, gewinnt man schlieBlich
ein 0-1- Wort, das den Graphen G kodiert. Der Klasse Gs der Sieggraphen entspricht
dann eine Menge von Kodierungen, also eine Menge von 0-1-Wértern, d.h. eine formale
Sprache. Die Betrachtungen, die wir hier fiir Graphen, also fiir Strukturen des Vokabulars
{E}, durchfiihren, lassen sich leicht auf Strukturen eines beliebigen endlichen Vokabulars
ausdehnen.



Wir kommen nun zu der eingangs angedeuteten Kodierungsproblema-
tik. Ein Graph G besitzt i.a. viele Tafeln T%,T5, ... , die von verschiedenen
Anordnungen seiner Elemente herrithren. Solange wir nur an irgend ei-
nem Entscheidungsalgorithmus fiir GGg interessiert sind, spielt es keine Rol-
le, mit welcher der jeweils mdoglichen Tafeln dieser Algorithmus arbeitet.
Wenn wir jedoch an ein praktisches (also polynomial zeitbeschrianktes) Ent-
scheidungsverfahren denken, &ndert sich dies grundlegend. Der Zeitaufwand
moglicher Algorithmen kann namlich stark von der jeweils gewahlten Tafel,
d.h. von der jeweils gewdhlten Anordnung der Elemente, abhiingen. Wihlen
wir z.B. die Anordnung so, daf (im Sinne der Turniergraphen) Spieler mit
mehr Siegen vor Spielern mit weniger Siegen stehen, kénnen wir ein schnel-
les Entscheidungsverfahren finden, wir brauchen ja nur anhand der ersten
beiden Zeilen der jeweiligen Tabelle festzustellen, ob der erste Teilnehmer
mehr Siege erfochten hat als der zweite. Legt man fiir die Tabellen andere
Anordnungen zugrunde, etwa die Startnummern der Spieler, ihr Lebensal-
ter oder ihre Korpergrofie, Anordnungen also, die mit dem Ausgang eines
Turniers nur wenig zu tun haben miissen, kann der Entscheidungsaufwand
hoéher ausfallen. Vielleicht kénnte sogar — wenn wir die Anordnungen sehr
“ungeschickt” wiahlen — die Existenz eines polynomial zeitbeschrinkten Al-
gorithmus ausgeschlossen sein.!”

Wir beriihren damit den entscheidenden Punkt: Bei der Frage der prin-
zipiellen Entscheidbarkeit spielt es keine Rolle, welche Tafeln wir zugrunde
legen; wir konnen ja einen hohen Aufwand fiir die Herstellung geeigneter
Tafeln in das Verfahren integrieren. Wie man zeigen kann, gilt dies gleicher-
mafen fiir alle hinreichend hohen Komplexitidtsschranken und insbesondere
fiir alle in der Literatur behandelten wichtigen Komplexititsklassen ober-
halb von P.'® Polynomial entscheidbare Problemklassen dagegen konnten
ihre polynomiale Entscheidbarkeit dem Umstand verdanken, dafl die Tafeln
geschickt gewéhlt sind, dafl also Entscheidungsaufwand gespart wird auf
Kosten des Aufwandes fiir die Herstellung geeigneter Tafeln. Diese Proble-
matik und die daraus entspringenden Schwierigkeiten, die den Inhalt unserer

"Dieser Fall kann bei Gs nicht eintreten und auch nicht bei der Klasse Gz der zusam-
menhéngenden Graphen. Wahlt man statt Gs oder Gz die Klasse Gi der hamiltonschen
Graphen (also der Graphen, deren Punkte man entlang gerichteter Kanten so durchwan-
dern kann, daf} jeder Punkt genau einmal aufgesucht wird), so gibt es zwar Anordnungen,
die polynomial zeitbeschrénkte Entscheidungsalgorithmen zulassen; doch ist es ein offenes
Problem, ob das fiir alle Anordnungen gilt.

1830 fiir die Klasse NP der nicht-deterministisch polynomial zeitbeschrinkten Proble-
me, fiir die Klasse PSPACE der mit polynomial beschriinktem Speicherbedarf entscheid-
baren Probleme oder fiir die Klasse E der mit exponentiellem Zeitaufwand (der Gestalt
gp(Lénge der Bingabe)y optocheidbaren Probleme.



Ausfithrungen bilden, sind somit eine Besonderheit von P.'

Die Beschriankung auf formale Sprachen, so naheliegend sie bei unbefan-
gener Betrachtung auch erscheinen mag, kann also im Bereich des praktisch
Berechenbaren zu wesentlichen Verzerrungen fithren. Zugleich zeigen unsere
Beispiele, daf} sich viele Entscheidungsprobleme unmittelbarer und adiqua-
ter durch Strukturklassen modellieren lassen. Beides ist fiir uns Grund
genug, Entscheidungsprobleme fortan nicht mehr durch formale Sprachen,
sondern durch Strukturklassen wiederzugeben.

Die neue Auffassung schliefit formale Sprachen nicht aus; denn sie lassen
sich auf recht natiirliche Weise als Strukturklassen modellieren. Auch hierzu
ein Beispiel.

Wir legen das Alphabet A = {0,1} zugrunde. Die formale Sprache L
bestehe aus den Palindromen iiber A, also den symmetrischen 0-1-Wértern
wie 0,0110,010010. Jedem 0-1-Wort w weisen wir nun eine Struktur A"
eines festen Vokabulars zu, wobei sich Worter und zugeordnete Strukturen
eindeutig entsprechen. Dann koénnen wir L durch die Strukturklasse K(L) 2°
modellieren, die aus den Strukturen A% mit w € L besteht. Als Vokabular
wihlen wir {<, Py, P;} mit einstelligen Relationssymbolen Py und P;. Ist
z.B. w das Wort 0110, so bestehe die Tragermenge A" von A" aus den
Zahlen 1,2,3.4 (entsprechend der Zahl der Buchstaben von w), <" sei die
natiirliche Kleiner-Relation auf A"; Pj’ treffe dann auf die Zahlen aus A"
zu, die solchen Stellen entsprechen, an denen im Wort w der Buchstabe 0
steht, also auf die Zahlen 1 und 4, und P} treffe in &hnlicher Weise auf die
Zahlen 2 und 3 zu.?!

Durch den Ubergang von formalen Sprachen zu Strukturklassen gewin-
nen wir in vielen Féllen nicht nur eine grofiere Natiirlichkeit bei der Modellie-
rung, es erschliefit sich, wie wir bereits eingangs angedeutet haben, eine neue
Dimension: Fiir die Beschreibung von Strukturen stehen uns in den Spra-
chen der mathematischen Logik weittragende Instrumente zur Verfiigung.
Wir werden damit in den Stand versetzt, semantische Gesichtspunkte in un-
sere komplexititstheoretisch orientierte Fragestellung einzubringen. Unter-

19Und von Teilklassen wie der Komplexititsklasse L der mit logarithmisch beschréinktem
Speicherbedarf entscheidbaren Probleme.

20Genauer: durch ihren isomorphen Abschlu8.

2Kodiert man jetzt die Struktur A% wieder durch Tafeln, so bietet sich dazu auf natiirli-
che Weise eine Ordnung an, namlich die Ordnung <", die ja bereits zur Struktur gehort.
Die Kodierungsproblematik stellt sich hier also gar nicht — sicher in Ubereinstimmung
mit dem, was wir erwarten sollten.



suchungen dieser Art fallen in das noch recht junge Gebiet der deskriptiven
Komplezititstheorie??.

Zunichst jedoch bleibt das Problem, wie sich Strukturen, letztlich al-
so abstrakte Gebilde, rechnerisch handhaben lassen, und damit die Frage,
wie sich Strukturen als Eingaben von Rechnern kodieren lassen, ohne den
Berechnungsaufwand zu verfilschen.?2 Wir behalten dazu die bisherige Ko-
dierung durch Tafeln (bzw. durch Worter, die die Tafeln wiedergeben) bei.
Die Abhéngigkeit von den jeweils verwendeten Ordnungen beseitigen wir
dadurch, da8 wir alle Ordnungen beriicksichtigen.

Genauer sieht unser Vorgehen folgendermafien aus: Gegeben sei eine
Strukturklasse K, z.B. die Klasse GGg der Sieggraphen. Intuitiv bestimmt K
ein Entscheidungsproblem, das danach fragt, ob eine Struktur des Vokabu-
lars von K zu K gehort oder nicht. Es sei L(K) die formale Sprache, die aus
allen (linear notierten) Tafeln der Strukturen aus K besteht, d.h. aus den
Tafeln fiir alle moglichen Anordnungen. Im Falle K = Gg gehort z.B. der
Graph G = ({1,2,3},{(1,2),(1,3),(3,2)}) ?* zu Gs. L(Gg) enthélt also fiir
G (in linearer Notation) die folgenden Tafeln:

011
000 fiir die Anordnung 1,2,3;
010

011
001 fiir die Anordnung 1,3,2;
000

000
101 fiir die Anordnung 2,1,3;
100

000
100 fiir die Anordnung 2,3,1;
110

*Vel. [10].

23Denkbar ist natiirlich auch die Konzeption von Algorithmen und Rechnern, die direkt
mit Strukturen arbeiten, ohne auf eine Anordnung ihrer Elemente zuriickzugreifen; vgl.
etwa [1].

24Es gelte also E€12, E913 und E932.
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001

101 fiir die Anordnung 3,1,2;
000
010
000 fiir die Anordnung 3,2,1.
110

Dann besage die praktische Entscheidbarkeit von K, daf§ L(K) zu P gehort.
Intuitiv gesehen prizisieren wir dadurch gerade, da§ die praktische Ent-
scheidbarkeit nicht von einer mehr oder minder geschickt gewéhlten Anor-
dung der Elemente abhingen sollte. Wir kénnen zusétzlich ins Feld fiihren,
daf} diese Definition der praktischen Entscheidbarkeit die Definition fiir for-
male Sprachen umfafit. Ist ndmlich L eine formale Sprache und K die ihr
entsprechende Strukturklasse, so stellt man leicht fest, dal L genau dann
zu P gehort (also im alten Sinn praktisch entscheidbar ist), wenn L(K) zu P
gehort (wenn also K im neuen Sinn praktisch entscheidbar ist). Es ist daher
nur konsequent und vereinfacht die Sprechweisen, wenn wir P fortan nicht
mehr als die Klasse der praktisch entscheidbaren formalen Sprachen defi-
nieren, sondern als die Klasse der praktisch entscheidbaren Strukturklassen.
Unter P verstehen wir also fortan die Menge der praktisch entscheidbaren
Strukturklassen.

3 Zur inneren Struktur von P

Bevor wir uns der inneren Struktur von P genauer zuwenden, wollen wir
einige Moglichkeiten auflisten, die wir erwarten kénnen.

(1) P besteht aus Strukturklassen, die in einem prézisierbaren Sinn Vari-
anten einer einzigen Strukturklasse Ky sind. Kg ist dann die Essenz
dessen, was wir praktisch berechnen kénnen. Der Bereich des prak-
tisch Berechenbaren hat eine duflerst durchsichtige Struktur.

(2) P enthélt mehrere — vielleicht sogar unendlich viele — Strukturklas-
sen, die keine Varianten voneinander sind, aber es ist moglich, sich auf
systematische Weise einen Uberblick iiber P zu verschaffen. Mit ande-
ren Worten: Es ist moglich, zu berechnen, was praktisch berechenbar
ist.

11



(3) P hat eine so uniibersichtliche Struktur, dafi es grundsétzlich nicht
moglich ist, sich einen systematischen Uberblick zu verschaffen.

Eine Kliarung der Frage, welche dieser Moglichkeiten zutrifft, verlangt
zunéchst nach einer Prézisierung der Vorstellungen, die in ihre Beschreibung
eingehen.

Zuerst miissen wir uns fragen, was es bedeutet, dafl eine Strukturklasse
eine Variante einer anderen ist. Eine Prézisierung dieses Begriffes und damit
der Aussage (1) gehort zum Kern unserer Betrachtungen. Wir bereiten sie
im néchsten Abschnitt vor und diskutieren sie dann im letzten Teil.

Wenden wir uns nun der Alternative (2) zu. Welche Moglichkeiten ver-
suchen wir, hier zu erfassen? Es konnte zum Beispiel sein, daf} alle Struk-
turklassen in P entweder Varianten der Klasse Gg der Siegraphen oder Va-
rianten der Klasse Gz der zusammenhingenden Graphen sind, dafl aber
Gg und Gz keine Varianten voneinander sind. Damit tritt (1) nicht ein.
Dennoch hitten wir in diesem Fall einen systematischen Uberblick iiber P
— alle Probleme sind Varianten von Gg oder von Gz. Wir wollen aber
auch ganz andere Moglichkeiten beriicksichtigen, die Klasse P systematisch
zu erfassen. Zum Beispiel konnte es sein, dafl P gerade aus allen Struktur-
klassen besteht, die durch ein Programm der Programmiersprache PASCAL
erkannt werden kdnnen, welches keine Schleifenanweisung wie WHILE oder
REPEAT...UNTIL verwendet. Weil wir sicherlich alle Programme der Pro-
grammiersprache PASCAL, die dieser Bedingung geniigen, systematisch auf-
listen konnen, wiirde uns eine solche Charakterisierung von P ebenfalls die
Moglichkeit geben, P systematisch zu erfassen, und damit unter (2) fallen.

Natiirlich sind noch viele andere Verfahren denkbar. Eine naheliegende
Moglichkeit, sie alle zu erfassen, besteht in der folgenden Prézisierung von
(2): Es gibt einen Algorithmus, mit dessen Hilfe die Strukturklassen in P in
der Form Ky, K;,Ks,... aufgelistet werden kénnen. Mit anderen Worten:
es gibt eine auf der Menge der natiirlichen Zahlen definierte berechenbare
Funktion o, deren Werte o(0),0(1),... gerade die Strukturklassen in P sind.

Hier entsteht ein Problem: Berechenbare Funktionen arbeiten mit Wor-
tern. Wéahrend wir die natiirlichen Zahlen, z.B. in Dualdarstellung, als
Worter vorgeben koénnen, liegt nicht unmittelbar auf der Hand, wie wir
so abstrakte Gebilde wie Strukturklassen in einem verniinftigen Sinn durch
Worter kodieren kénnen.25 Beschrinken wir uns jedoch auf Strukturklassen
in P — und das reicht ja! —, dann kénnen wir so vorgehen: Wir beschreiben
eine Klasse K in P durch die folgenden beiden Daten:

*Da es mehr Strukturklassen (nimlich iiberabzihlbar viele) als z.B. 0-1-Wérter gibt,
kann man ohnehin nicht alle Strukturklassen kodieren.

12



(i) ihr Vokabular, etwa als Folge der Relationssymbole und deren Stellen-
zahl;

(ii) einen Algorithmus im Sinne einer Prézisierung des Berechenbarkeits-
begriffs, der sie in polynomialer Zeit entscheidet.?

Beide Daten lassen sich leicht durch 0-1-Wérter kodieren und die einzel-
nen Kodierungen dann zu einem einzigen 0-1-Code C(K) zusammenfassen.
Mit C(K) haben wir K “voll im Griff”: Wir kénnen aus dem ersten Teil von
C(K) das Vokabular von K entnehmen?” und aus dem zweiten Teil einen
Algorithmus polynomialer Zeitkomplexitit, mit dessen Hilfe wir iiber die
Zugehorigkeit von Strukturen zu K entscheiden kénnen.

Ahnlich kénnen wir bei anderen bekannten Klassen wie NP oder E vor-
gehen.

Wir nennen jetzt eine Komplexititsklasse C wie P, NP oder E auflist-
bar, wenn es eine auf der Menge der natiirlichen Zahlen definierte bere-
chenbare Funktion gibt?®, deren Werte f(0), f(1), f(2), ... Kodierungen der
Gestalt C(Ky), C(Ky), C(Ky),... sind, wobei C gerade aus den Klassen
Ko,K;,Ky,... besteht. Mit anderen Worten: C ist genau dann auflistbar,
wenn wir C in dem Sinne systematisch {iberblicken kénnen, dafl sich die
(Kodierungen der) Klassen in C mit Hilfe einer berechenbaren Funktion —
als Werte von 0, 1, usf. — aufziihlen lassen. Wir prézisieren dann (2) als
Auflistbarkeit von P.

Schlielich prizisieren wir (3) als Nichtauflistbarkeit von P.

Der Begriff der Auflistbarkeit ist sehr formal und sehr schwach. So ist ja
unsere Definition rein algorithmischer Natur, und an die Berechnungskom-
plexitéit einer die Klasse P aufzihlenden berechenbaren Funktion werden kei-
ne Anforderungen gestellt. Insbesondere lassen wir zu, dafl die aufzihlende
Funktion nicht praktisch berechenbar ist. P konnte also auflistbar sein, ohne
dafl wir daraus praktisch bedeutsame Folgerungen ziehen kénnten. Aufler-
dem spiegelt sich die Struktur von P lediglich auf abstrakte Weise in dem
Algorithmus, der die aufzihlende Funktion berechnet.

Man beachte jedoch, dafi die Schwéche von (2) zur Stirke von (3) wird:
Nichtauflistbarkeit von P bedeutet, dafl es keinen Weg gibt, die Probleme

26Der Algorithmus kann z.B. als Turingprogramm T gegeben sein, zusammen mit einer
natiirlichen Zahl k mit der Eigenschaft, daB die Laufzeit von T durch das Polynom n*
beschréankt ist.

*"Bis auf die genaue Gestalt der Symbole, die ja unwesentlich ist.

*8Berechenbar etwa mit Hilfe eines Turingprogramms.
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aus P systematisch “in den Griff” zu bekommen, unabhingig davon, wie
abstrakt und aufwendig ein solcher Weg auch gewéhlt sein sollte.

4  Logiken und Quantoren

Im vorangehenden Abschnitt haben wir die Moglichkeit der Beschreibung
von P auf berechenbarkeits- und komplexititstheoretisch orientierte Ge-
sichtspunkte abgestellt. Wie schon dort angekiindigt, wollen wir uns jetzt
stiarker inhaltlich orientieren: Wir wollen die Struktur von P an der Struktur
einer P beschreibenden Logik messen. Zunichst stellen wir kurz die dazu
bendtigten logischen Begriffe vor.

Das neben der Aussagenlogik einfachste, zugleich aber auch wichtigste
logische System ist das System £; der Logik der ersten Stufe. Seinen Spra-
chen liegt, dhnlich wie den Strukturen, jeweils ein Vokabular zugrunde, also
eine endliche Menge von Relationssymbolen. Besteht das Vokabular nur
aus dem zweistelligen Relationssymbol E, haben die einfachsten Ausdriicke,
die sog. atomaren Ausdriicke, der zugehorigen Sprache der ersten Stufe die
Gestalt

Exy und z =y,

wobei z,y, ... Variablen fiir Elemente von Strukturen sind und Ezy gelesen
wir als “F trifft zu auf z,y” und = = y als “x ist gleich y”. Die weiteren
Ausdriicke erhilt man durch die wiederholte Bildung von Negationen (mit
Hilfe von =), Konjunktionen (mit A), Disjunktionen (mit V), Implikationen
(mit —), sowie durch Quantifizierungen der Gestalt “Fiir alle 27 (mit Vi)
und “Es gibt ein z” (mit 3z). Dabei werden zusétzlich Klammern benutzt,
um die eindeutige Lesbarkeit zu sichern.

Wir verwenden ¢, 1),..., um Ausdriicke der ersten Stufe zu notieren.
Ausdriicke, in denen alle Variablen durch die Quantoren V, 3 gebunden sind,
heiflen Sdtze der ersten Stufe. So ist

Ve-FEzx

ein Satz der ersten Stufe zum Vokabular {E}. Er besagt, dal E irrefle-
xiv ist. (Einen Graphen G = (G, EY), in dem ¢ gilt, bezeichnet man als
schleifenfrei.) Der Satz

o =VaVy(-z =y — (Exy V 32(Exz A Ezy)))

gilt in G genau dann, wenn je zwei verschiedene Punkte unmittelbar oder
iiber einen dritten verbunden sind. Ist G ein Graph, der einen Verkehrsver-
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bund beschreibt, so gilt ¢ in G genau dann, wenn man von jeder Stadt aus
jede andere Stadt mit hochstens einmaligem Umsteigen erreichen kann.

Die Klasse aller endlichen Strukturen vom Vokabular {E}, in denen ein
Satz ¢ vom Vokabular {E} gilt, bezeichnen wir mit

Mod(yp). 2

Mod(Vz—Ezz) ist also die Klasse der schleifenfreien endlichen Graphen.
Wir nennen eine Klasse K von Strukturen in der ersten Stufe aziomati-
sierbar, wenn es einen Satz ¢ der ersten Stufe vom gleichen Vokabular wie
K gibt mit
K = Mod(y).

Entsprechend heife, fiir ein beliebiges logisches System £ 3, K in L
aziomatisierbar, falls es einen £-Satz ¢ gibt mit

K= Modg((p).

Dabei sei Mod(¢) die Klasse der endlichen Strukturen, in denen ¢ im Sinne
der Semantik von L gilt.

Wir konnen jetzt die in der Einleitung zu diesem Abschnitt angedeutete
Beschreibbarkeit einer Komplexitétsklasse C durch eine Logik £ préizisieren:
L beschreibe C genau dann, wenn die in L aziomatisierbaren Strukturklassen
mit den Strukturklassen in C zusammenfallen.

Nehmen wir an, die Logik £ beschreibe P. Dann kénnen wir die Reich-
haltigkeit von P dadurch zu ergriinden suchen, daf§ wir die Gesamtheit der
in £ axiomatisierbaren Strukturklassen betrachten. Obwohl diese Gesamt-
heit mit P identisch ist, konnte der Wechsel der Perspektive, ndmlich die
Hinwendung zur Sichtweise der Logik, neue Erkenntnisse bringen. Nehmen
wir z.B. an, schon die Logik £; der ersten Stufe beschreibe P. Da wir die
Sétze der ersten Stufe (zu beliebigen Vokabularen) systematisch auflisten
kénnen und da man zu jedem Satz ¢ der ersten Stufe effektiv einen polyno-
mial zeitbeschrinkten Algorithmus angeben kann, der Mod(¢p) entscheidet,
wére dann P auflistbar.

Beschreibt £ die Klasse P? Leider nicht. Zwar liegt, wie wir soeben
angedeutet haben, jede in der ersten Stufe axiomatisierbare Strukturklasse
in P; die Umkehrung gilt jedoch nicht. So liegen die Klasse Gz der zusam-
menhingenden Graphen und die Klasse Gg der Sieggraphen in P, sie sind

29 «Mod” erinnert an “Modell”. In der Literatur steht Mod(y) gewdhnlich fiir die Klasse
aller (also auch der unendlichen) Strukturen, in denen ¢ gilt.
*Eine Definition logischer Systeme findet man in [8].
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aber nicht in der ersten Stufe axiomatisierbar. Dasselbe gilt fiir die Klasse
der Mengen (d.h. der Strukturen zum leeren Vokabular) mit einer geraden
Zahl von Elementen.3!

Gibt es iiberhaupt eine Logik, die P beschreibt? Natiirlich hingt eine Be-
antwortung dieser Frage davon ab, wie der Begriff der Logik definiert wird.
Verwenden wir die iibliche Definition3?, lautet die Antwort “Ja”; doch die P
beschreibenden Logiken, die man kennt, hingen unmittelbar mit der Defi-
nition von P zusammen®? und liefern keine neuen Informationen. Statt uns
also in nichtssagender Allgemeinheit zu verlieren, greifen wir im folgenden
auf einen besonderen Typ von Logiken zuriick, auf sog. Lindstrimlogiken.
Sie entstehen aus der Logik £; der ersten Stufe durch die Adjunktion neuer
Quantoren. Wir stellen uns Quantoren als eine sprachtechnische Moglichkeit
vor, Konzepte zu formulieren, wie etwa das Konzept “geradzahlige Menge”
oder das Konzept “zusammenhiingender Graph”.?* Wir kénnen dann die
Struktur von P dadurch zu erfassen suchen, dafl wir die Struktur der Ge-
samtheit der Konzepte untersuchen, die wir in Form von Quantoren an £;
adjungieren miissen, um eine Logik zu erhalten, die P beschreibt. Zun&chst
jedoch bedarf es einer Klidrung der bené6tigten Begriffe.

Wir schildern die Adjunktion eines Quantors an £ am Beispiel der Klas-
se Gz der zusammenhéingenden Graphen. Zuvor eine Vereinbarung: Ist
o(z,y) ein Ausdruck, in dem hochstens die Variablen z,y nicht durch Quan-
toren gebunden sind, also als Parameter auftreten, so definiert ¢(z,y) iiber
jeder Struktur A, deren Vokabular das Vokabular von ¢(z,y) umfafit, eine
zweistellige Relation ¢(x, y)*; sie trifft auf zwei Elemente a,b der Struktur
A genau dann zu, wenn @(a,b) in A gilt. Entsprechend definieren Aus-
driicke mit nur einem oder mit mehr als zwei Parametern Teilmengen oder
hoherstellige Relationen.?>

Zur Klasse Gz der zusammenhéingenden Graphen zuriickkehrend, wih-
len wir ein Quantorensymbol (), und erweitern die Méglichkeiten der Bil-

31Ein Satz der ersten Stufe, der kein Relationssymbol auBer dem Gleichheitszeichen
enthilt und n Quantoren hat, kann nicht zwischen Mengen mit n und Mengen mit n + 1
Elementen unterscheiden.

2Vgl. [8].

vgl. [10].

3 Einer in der Mathematik iiblichen Vorgehensweise folgend, identifizieren wir Konzepte
mit Strukturklassen, also das Konzept “zusammenhingender Graph” mit der Klasse Gz
der (endlichen) zusammenhingenden Graphen.

35Kommen in den definierenden Ausdriicken weitere Parameter vor, so wird in einer
Struktur erst dann eine Relation definiert, wenn diese Parameter durch Elemente der
Struktur belegt werden. Wir schlieflen solche Moglichkeiten im folgenden stillschweigend
ein.
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dung von Ausdriicken in £; um die folgende Regel:

Sind ¢(x) und 9 (y, z) Ausdriicke, so ist auch Qg, zyz[¢(x), Y (y, 2)]
ein Ausdruck.

Um die Bedeutung von Qg, zyz[¢(z), ¥ (y,2)] in einer (vom Vokabular
her passenden) Struktur A mit der Tragermenge A festzulegen, beachten
wir zunéichst, dal ¢(z) eine Teilmenge G von A bestimmt; G besteht aus
den Elementen von A, fiir die p(z)# gilt. Ferner definiert )(y, z) iiber A
die zweistellige Relation 1(y, ). Deren Einschrinkung auf Elemente von
G bezeichnen wir mit E¢. Damit definieren die Ausdriicke ¢(z) und 9(y, 2)
iiber A die Struktur (G, E“) vom Vokakular {E}. Wir vereinbaren jetzt:

Qc, ryz[p(z),¥(y, 2)] gelte in A genau dann, wenn (G, EY) zu
Gz gehort, also ein zusammenhéngender Graph ist.

Ein Beispiel: Es sei ¢ der Satz

Qo zyzlr = z, Byz].

Wir betrachten eine Struktur A = (A4, E4) vom Vokabular {E}. Die durch
z = z# bestimmte Teilmenge G von A enthilt alle Elemente von A, d.h. es
ist G = A, und die durch Eyz* bestimmte Relation iiber G = A stimmt
mit E* {iberein, also ist E¢ = E4. Damit definieren z = z und Eyz iiber
A die Struktur A selbst, und wir erhalten:

¢ gilt in A genau dann, wenn A € Gy,

d.h. ¢ axiomatisiert die Klasse Gz .

Wir bezeichnen die Logik, die wir durch die gerade geschilderte Erwei-
terung von £ erhalten haben, mit £;(Qg,). Unser Beispiel besagt dann:
Gz ist in £1(Qg, ) axiomatisierbar, genauer:

Gy = M0d£1(Q@Z) (Q@Z ryzlr = x, Eyz])

Wie man zeigen kann, ist £1(Qg,) die kleinste “verniinftige” Logik3®,
in der Gz axiomatisierbar ist. Unser Ziel, die Logik der ersten Stufe auf
natiirliche Weise um Ausdrucksmoglichkeiten zu erweitern, die es gestat-
ten, die Klasse Gz der zusammenhéingenden Graphen zu axiomatisieren, ist
damit erreicht.

36Namlich regulire Logik.
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Ein weiteres Beispiel: Es sei M; die Klasse der Mengen mit einer geraden
Zahl von Elementen. Wir adjungieren entsprechend einen Quantor Q. an
Ly, der die Bildung von Ausdriicken der Gestalt

Quig =[p()]

erlaubt; sie gelten in einer Struktur A genau dann, wenn die durch ¢(z)*
bestimmte Menge eine gerade Zahl von Elementen hat. So gilt

Qug z[Vy(z = y V ~(Exy V Eyz))]

in einem Graphen genau dann, wenn die Zahl seiner isolierten Punkte (also
der Punkte, aus denen keine Kante hinaus- und in die keine Kante hinein-
geht) gerade ist.

Natiirlich kénnen wir Qg, und Q, auch gleichzeitig an £, adjungieren.
Wir gelangen damit zu der Logik £1(Qg, , @M, ), in der sowohl Gz als auch
Mg axiomatisierbar sind. Ist allgemein Q eine Menge von Quantoren der
gerade beschriebenen Art, so bezeichnen wir mit £1(Q) die Logik, die aus £;
durch die simultane Adjunktion aller Quantoren aus Q entsteht. Man nennt
die Logiken der Gestalt £1(Q) hidufig Lindstrémlogiken und die Quantoren
des oben genannten Typs Lindstromquantoren.’”

Damit haben wir das logische Riistzeug bereitgestellt, das wir im folgen-
den bendtigen.

5 Zur Reichhaltigkeit von P

Den Schliissel fiir unser weiteres Vorgehen liefert die folgende Beobachtung:
Es sei Op die Menge der Quantoren, die den Klassen in P entsprechen. Dann
gilt:

(%) L1(Qp) beschreibt P.%

So unauffillig diese Feststellung auf den ersten Blick erscheinen mag, sie
gibt uns den entscheidenden Hinweis, die Reichhaltigkeit von P zu messen,
ndmlich an der Reichhaltigkeit, die eine Quantorenmenge Q haben mu$,
damit gilt:

(%%) L1(Q) beschreibt P.

#Lindstrémquantoren und Lindstrémlogiken gehen auf [20] zuriick; vgl. auch [21].

%8 Der Beweis dafiir, daf die in £; axiomatisierbaren Strukturklassen zu P gehoren, laBt
sich leicht auf £1(Qp) ausdehnen. Umgekehrt ist jede Strukturklasse K aus P bereits in
L£1(Qk) axiomatisierbar und daher erst recht in £;(Qp).
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Wir nennen eine Menge O von Lindstromquantoren auflistbar, wenn die
zugehdrigen Strukturklassen auflistbar sind und die Zuordnung der Struk-
turklassen zu den Quantorensymbolen effektiv ist, etwa in dem Sinn, daf} die
Kodierungen der Strukturklassen als Quantorensymbole dienen. Dann 148t
sich aus den Fakten, die wir erwidhnt haben, leicht der folgende Sachverhalt
beweisen:

P ist genau dann auflistbar, wenn es eine auflistbare Menge Q
von Lindstromquantoren gibt, so daf§ £,(Q) die Klasse P be-
schreibt.

Damit haben wir eine logische Form der Alternative (2) aus Abschnitt 3
gewonnen.

Im Hinblick auf eine Prizisierung der Alternative (1) fragen wir jetzt:
Wie einfach kann man Q wéhlen, ohne die Giiltigkeit von (**) zu verlieren?
Oder schiirfer: Gibt es gar eine einzige Strukturklasse Kg mit der Eigen-
schaft, daB £;(Qk,) P beschreibt? In diesem Fall wire (1) realisiert und
zugleich prézisiert; die Varianten von Ky, die P ausmachen, wiirden aus den
Strukturklassen bestehen, die man, ausgehend von Ky, mit Mitteln der er-
sten Stufe axiomatisieren kann; sie wiirden sich also in iibersichtlicher Weise
gewinnen lassen. Doch die Antwort ist negativ: Nach [16] kann (xx) fiir kein
endliches Q gelten.

Es gibt sehr einfache unendliche Quantorenmengen. Man erhélt sie aus
einem einzigen Lindstrémquantor () dadurch, daf§ man, intuitiv gesprochen,
seine hoherdimensionalen Varianten einbezieht, die sog. Vektorisierungen
von ). Wir erldutern diesen Begriff fiir die Dimension 2 am Beispiel des
Quantors (g, , der zur Klasse Gz der zusammenhéngenden Graphen gehort.

Sei QéZ ein (gegeniiber Qg, neues) Quantorensymbol. Es erlaube die
Bildung von Ausdriicken der Gestalt

Q%, T1xay1yaz1 za[(1, 22), Y (Y1, Yo, 21, 22)].

Sie gelten in einer Struktur A passenden Vokabulars® genau dann, wenn
mit

G:= <p(a:1,a:2)“4 und EY := die Beschriinkung von (Y1, 2,21, 22)“4 auf G

die Struktur (G, EY) zu Gz gehért, also ein zusammenhingender Graph

*Bei Belegung etwaiger Parameter mit Elementen aus A.
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ist.*® Wir nennen QéZ die 2- Vektorisierung von (Qg,. Entsprechend defi-
niert man allgemein fiir n > 1 die n- Vektorisierung Qg, von Qg, . Insbe-
sondere ist Qéz = Qg -

Fiir einen Quantor @k sei Ok die Menge der Quantoren Q]k, QHQQ Q%, .
Sie ist unendlich, und dennoch birgt sie im wesentlichen nur ein Konzept,
ndmlich K.

Ein fiir uns entscheidendes Resultat von Dawar [6] besagt in dieser Ter-
minologie:

Wenn P auflistbar ist, so gibt es eine Strukturklasse Ky mit der
Eigenschaft, daf £1(Qx,) die Klasse P beschreibt. Ky kann als
Klasse von Graphen gewihlt werden und liegt (natiirlich) in P.

Sollte also P auflistbar sein, d.h. systematisch erfalbar in dem von uns als
sehr schwach kritisierten Sinn, so gibt es ein graphentheoretisches Konzept
Ky, das praktisch entscheidbar ist und in dem Sinn den Kern des praktisch
Berechenbaren bildet, daf} alle praktisch entscheidbaren Probleme Varianten
von Ky sind, die aus Ky#' mit Prozessen erster Stufe*? sowie durch Vektori-
sierungen hervorgehen. Es gilt dann also eine priizise Form von (1).** Damit
konnen wir zusammenfassen:

Dichotomiesatz. Es gilt entweder (a) oder (b), wobei

(a) Es gibt eine Strukturklasse Ko mit der Eigenschaft, daf§ £(Qx,) die
Klasse P beschreibt.

(b) P ist nicht auflistbar. Insbesondere gibt es keine auflistbare Quanto-
renmenge Q, fiir die £1(Q) die Klasse P beschreibt.

Wir haben also die in der Einleitung angekiindigte Alternative erreicht.
Es ist heute vollig offen, ob (a) gilt oder ob (b) gilt. Wahrscheinlich ist

“OMan beachte, daB G keine Teilmenge von A ist, sondern eine zweistellige Relation
iiber A, d.h. eine Menge von geordneten Paaren von Elementen von A; die vierstellige
Relation (y1,y2, 21, 20) iiber A wird aufgefaBt als eine zweistellige Relation zwischen
geordneten Paaren von Elementen von A; E€ ist also eine zweistellige Relation iiber G.

41Und den durch atomare Sitze der Gestalt Rci...cn bzw. c¢1 = ¢ mit Konstanten
c1,c2,... definierten Klassen.

“?Komplementbildungen entsprechend der Negation, Vereinigungen entsprechend der
Disjunktion und Projektionen entsprechend der Quantifierung mit dem Existenzquantor.
(In der ersten Stufe sind A, —,V mit =, V, 3 definierbar!)

“3Die Existenz eines solchen “universellen” Konzepts erinnert an die vollstindigen Pro-
bleme der Komplexitatstheorie; in der Tat besteht hier eine weitgehende methodische
Parallelitit; vgl. [10].
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es auch nicht einfach, eine Entscheidung zu féllen. So wiirde ndmlich ein
Beweis von (b) zugleich zeigen, dali NP, die nichtdeterministische Version
von P, von P verschieden ist, und damit das immer noch als unangreifbar
eingeschitzte “P = NP?”-Problem der Komplexititstheorie 1osen.** (Ein
Beweis von (a) dagegen briuchte dieses Problem gar nicht zu beriihren.)

Beschrinkt man sich auf Klassen geordneter Strukturen, so gilt (a)
Sicherlich ist dies ein wichtiger Sonderfall, erfafit er doch alle formalen Spra-
chen. Wir hoffen aber, klargemacht zu haben, da die Verallgemeinerung
auf beliebige Strukturklassen, also auf Klassen von nicht notwendig geord-
neten Strukturen, intuitiv geboten ist und dafl die von uns befolgte Préizi-
sierung der polynomialen Entscheidbarkeit ein Weg ist, den Entscheidungs-
aufwand sauber von einem méglichen Kodierungsaufwand zu trennen. Fiir
die bekannten Komplexititsklassen, denen héhere Komplexitidtsschranken
zugrunde liegen, besteht, wie sich herausstellt, die Kodierungsproblematik
nicht mehr. Wie wir bereits in der Einleitung festgestellt haben, ist auch die
Alternative des Dichotomiesatzes entschieden: Es gilt (a). Insofern erfafit
die noch ungelste Problematik des Dichotomiesatzes eine Besonderheit von
P.

45

Hat sich die Miihe, die wir haben aufwenden miissen, um den Dichoto-
miesatz zu formulieren und die in ihn eingehenden Begriffsbildungen vorzu-
stellen und zu motivieren, gelohnt? Die Antwort hingt von der Information
ab, die wir iiber den Bereich des praktisch Berechenbaren erhalten haben.
Diese Information ist, so meinen wir, betrichtlich. Zunéchst scheint ja der
Unterschied zwischen polynomialer und hyperpolynomialer Komplexitét le-
diglich eine Frage des Aufwandes zu sein. So beruhen die Schwierigkeiten
der Kodierung, auf die wir fiir das praktisch Berechenbare gestoflen sind,
letztlich auf der Tatsache, dal die Anzahl der moglichen Ordnungen einer
Struktur exponentiell mit deren Méachtigkeit wichst.* Wie eine Analyse der
Beweise zeigt, die in den Dichotomiesatz eingehen, entspricht die Alterna-
tive (a) der Moglichkeit, entsprechende Teile des Hyperpolynomialen noch
praktisch zu beherrschen. Dann gewinnt also der Bereich des praktisch Be-
rechenbaren die Ubersichtlichkeit, die wir von héheren Komplexititsklassen
kennen. Andernfalls, und das ist die wesentliche Aussage des Dichotomie-

*“NP ist namlich auflistbar, weil es nach [13] durch die sog. existentielle Logik der
zweiten Stufe beschrieben wird; vgl. [10].

%5 Als Klasse Ko kann man nach [14] eine geeignete Version des Konzepts “Iteration”
wahlen.

*6Genauer: die Anzahl der modulo Isomorphie verschiedenen geordneten Versionen einer
Struktur.
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satzes, bleibt uns der Bereich des praktisch Berechenbaren seiner Struktur
nach in seiner Ganzheit grundsétzlich verschlossen; insbesondere existiert
dann kein Weg, aus bekannten praktisch berechenbaren Problemen durch sy-
stematische Variation alle praktisch berechenbaren Probleme zu erhalten.*”
Es gilt dann also so etwas wie ein Unvollstindigkeitssatz der praktischen
Berechenbarkeit. Der Schritt vom Polynomialen zum Exponentiellen*® ist
dann nicht mehr ein nur quantitativer, sondern ein tiefgreifend struktureller,
vergleichbar dem Schritt vom Endlichen (mit den es begleitenden Schwie-
rigkeiten der endlichen Kombinatorik) zum Unendlichen (mit der Eleganz
transfiniter Methoden).

Welche der Alternativen erwarten wir? Die Meinungen sind geteilt, die
Frage selbst war in jiingerer Vergangenheit Gegenstand intensiver Diskus-
sionen. Vielleicht zeichnet sich zur Zeit eine Mehrheit fiir die Alternative
(b), also fiir die Uniibersichtlichkeit von P, ab. Jedoch sind, wie uns scheint,
zur Zeit weder die Anhéinger von (b) noch die Anhéinger von (a) in der Lage,
iiberzeugende Argumente fiir ihre Ansicht vorzubringen.

Auf die weitere Entwicklung der Datenverarbeitung hat eine Klirung
der Dichotomiefrage wohl keine unmittelbaren konkreten Auswirkungen.
Es wiirde also in diesem Fall so dhnlich sein wie bei den Gddelschen Un-
vollstindigkeitssitzen. Auch sie haben — abgesehen von technischen An-
wendungen bei konkreten Fragestellungen — keine greifbaren Auswirkungen
auf die Mathematik gehabt. Doch sie haben das mathematische Bewuf3tsein
verdndert und insbesondere die Vorstellungen von der Tragweite mathemati-
scher Methoden korrigiert. Eine &hnliche Wirkung kénnte auch die Klarung
der Dichotomiefrage entfalten, jetzt in bezug auf das, was wir rechnerich
zu beherrschen vermogen.*? Das Dichotomieproblem ist daher mehr als nur
eine reizvolles mathematisches Problem; es hinterfragt die Natur des uns
rechnerisch Zugénglichen unter einem wesentlichen Aspekt, wiirde uns doch
eine Losung eine grundsitzliche Erkenntnis {iber die Welt vermitteln, in
die wir durch die rasch wachsenden Mdglichkeiten der Datenverarbeitung
gestellt werden.

4"Denn sonst wire P auflistbar!

48Genauer: Von P zu den hyperpolynomialen Komplexititsklassen wie NP, PSPACE, E.

“OVielleicht vermag das gar schon die Dichotomie selbst mit ihrer weit auseinanderklaf-
fenden Alternative, sollte sie nur geniigend weit bekannt werden.
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